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RESUMO

Neste trabalho será apresentada uma abordagem para a solução das equações de

transporte de nêutrons unidimensional, em geometria Cartesiana, com espalhamento iso-

trópico e anisotrópico linear, por meio do Método de Ordenadas Discretas Analítico (Mé-

todo ADO). Para tanto, será estudada uma classe de problemas em meios homogêneos e

heterogêneos, em regime estacionário e fontes de nêutrons constantes localizadas dentro

e no contorno do domínio de interesse. No processo, por conta da discretização angu-

lar, a equação integro-diferencial é transformada em um sistema de EDO’s, cuja solução

homogênea é obtida por meio de um problema de autovalores de ordem reduzida. Para

validação do código, do método e fornecimento de resultados benchmark, uma série de

problemas testes, com aplicação potencial em física nuclear, serão tratados. Uma das

principais contribuições deste trabalho é o estudo detalhado da influência de propriedades

físicas importantes (as seções de choque e o comprimento do domínio) sobre grandezas

de interesse (fluxo escalar, albedo, fator de transmissão e fator de desvantagem térmica).

Entre as contribuições das discussões dessas análises realçam-se as determinações de que:

a influência dos coeficientes de espalhamento isotrópico e anisotrópico torna-se significa-

tivamente maior com a magnitude destes; o albedo aumenta com o coeficiente de espa-

lhamento isotrópico e com o comprimento do domínio, enquanto o fator de transmissão

diminui; a anisotropia causa uma diminuição do fluxo escalar de nêutrons em regiões

próximas as fontes externas ou onde há presença de uma fonte interna, enquanto também

acarreta no atenuamento do decaimento de nêutrons nas demais regiões do domínio; o

fator de desvantagem diminui com a anisotropia, mas aumenta com o crescimento pro-

porcional das regiões das células; o aumento individual da espessura do combustível ou

moderador leva à um crescimento desse fator, mas o comprimento do combustível possui

maior influência; células com menores espessuras de combustível em relação ao mode-

rador possuem menor fator de desvantagem; e de que a taxa de decaimento do fator de

desvantagem com a redução do moderador não é monotônica para todas as escalas de es-

pessuras dessa região. Os estudos realizados possuem aplicação no estudo de reatores nu-
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cleares, envolvendo desta maneira usinas nucleares próximas à costa de grandes volumes

de água, e submarinos ou navios com sistema de propulsão nuclear. Consequentemente,

este trabalho encaixa-se na área de engenharia oceânica.
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ABSTRACT

In this work an approach to solve the one-dimensional neutron transport equation in

Cartesian geometry, with isotropic and linear anisotropic scattering, using the Analitical

Discrete Ordinates Method (ADO Method) will be presented. Therefore, a class of pro-

blems, in homogeneous and heterogeneous media, on steady-state regime and constant

neutron sources located inside and on the boundaries of the domain of interest will be

studied. In the process, due to the angular discretization process, the integro-diferential

equation is transformed in an ODE system, whose homogeneous solution is obtained by

a eigenvalues problem, with reduced order. To validate the code, the method and provide

benchmark results, a serie of test problems with potential aplication in nuclear reactor

physics will be treated and results will be discussed. One of the main contributions of this

work is the detailed study of the influence of important physical properties (cross sections

and domain length) on quantities of interest (scalar flow, albedo, transmission factor and

thermal disadvantage factor). Among the contributions of the discussions of these analy-

zes are the determinations that: the influence of the isotropic and anisotropic scattering

coefficients becomes significantly larger with the magnitude of these; the albedo increa-

ses with the isotropic scattering coefficient and the domain length, while the transmission

factor decreases; the anisotropy causes a decrease in the scalar flux of neutrons in regi-

ons near the external sources or where there is presence of an internal source, while also

causes in the attenuation of the decay of neutrons in the other regions of the domain; the

disadvantage factor decreases with anisotropy, but increases with the proportional growth

of cell regions; the individual increase of the thickness of the fuel or moderator leads to

a growth in this factor, but the length of the fuel has greater influence; cells with lower

fuel thicknesses relative to the moderator have a lower disadvantage factor; and that the

decay rate of the disadvantage factor with the moderator reduction is not monotonic for

all thickness scales of that region. The studies carried out have application in the study of

nuclear reactors, involving in this way nuclear plants near the coast of large volumes of
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water, and submarines or ships with nuclear propulsion system. Consequently, this work

fits into the ocean engineering field.
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1 INTRODUÇÃO

Os fenômenos de transferência de massa, energia ou quantidade de movimento es-

tão presentes em todas as interações que ocorrem no universo. Desta forma, entende-se

que o estudo do transporte de partículas, por corresponder à uma parcela destes fenôme-

nos, é de extrema importância científica.

Os estudos de transporte de partículas têm se mostrado fundamentais para a ciência

moderna, possuindo aplicações em campos como engenharia, biologia, medicina e astro-

nomia, o que tem feito com que muitas teorias sejam desenvolvidas visando uma melhor

compreensão destes fenômenos.

Neste sentido, um dos trabalhos mais importantes foi desenvolvido em 1872 por

Ludwig Boltzmann (Figura 1.1), enquanto buscava uma equação capaz de descrever a

dinâmica das partículas de um gás ideal. O alcance do seu esforço, contudo, revelou-se

muito mais abrangente, pois a equação integro-diferencial parcial não-linear, conhecida

como Equação de Boltzmann (BE - do inglês Boltzmann Equation), mostrou-se capaz

de descrever o comportamento estatístico de qualquer sistema termodinâmico fora do

equilíbrio, representando quantitativamente a distribuição espacial, direcional, energética

e temporal de partículas em meios materiais (Garcia, 2002).
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Figura 1.1: Ludwig Boltzmann <Imagem de domínio público>.

Como consequência, a BE adquiriu múltiplas aplicações, as quais se estendem

por muitas áreas do conhecimento. Em engenharia, essa equação tem sido aplicada na

pesquisa de evaporadores, fornalhas, câmaras de combustão, queimadores e isoladores

(Mishra et al., 2012). Também tem sido utilizada em estudos de aerodinâmica (Sun et al.,

2002), em simulações acústicas (Garcia et al., 2008; Sharipov and Kalempa, 2009), e em

eletrônica (Stewart, 1971) através do cálculo de características do transporte eletrônico em

metais e semicondutores. Além disso, a BE tem sido aplicada em análises de microfluidos

(Tsai and Loyalka, 1976) e escoamentos em microestruturas (Filho, 2007).

Em geologia, a BE tem sido aplicada em estudos de sensoriamento remoto e no de-

senvolvimento das sondas nucleares que realizam prospecção de petróleo (Badruzzaman,

1986; Chen et al., 2012). Em agronomia, essa equação tem sido utilizada em análises

da intensidade de radiação aplicada na vegetação para cálculos de taxas de fotossíntese

(Shultis and Myneni, 1988). A BE também tem sido empregada na análise da influência

de radiação incidente nas células e tecidos animais (Friedland and Kundrát, 2014), e, na

medicina, tem sido fundamental para a predição da radiação em tratamentos de radio-

terapia e hipertermia, sendo também importante para o desenvolvimento de tomografias

(Neto and Roberty, 1998a,b,c, 1999).
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Apesar da infinidade de trabalhos com enfoque na BE propriamente dita (Case and

Zweifel, 1967; Cercignani, 1975, 1990; Cercignani et al., 1994; Loyalka and Hickey,

1989; Siewert, 2003a; Sone et al., 1990), a resolução dessa equação é singularmente difí-

cil graças à não linearidade do operador integral e à presença de uma grande quantidade

de variáveis. Para superar essas dificuldades, um modelo matemático geralmente é cons-

truído à partir da aplicação de algumas hipóteses simplificadoras na BE. A equação resul-

tante, empregada neste trabalho, é conhecida como Equação de Transporte. No âmbito do

transporte neutrônico, essa equação deriva do princípio de conservação de nêutrons em

um meio material.

A maior parte da importância atribuída à ET é devida às suas aplicações no setor

de energia nuclear, onde essa equação é fundamental para o estudo de grandezas cruciais

no funcionamento de reatores nucleares (Dongarra et al., 1979; Duderstadt, 1979; Gunay

et al., 2013; Hu et al., 2013; Mervin et al., 2013). O desenvolvimento destes reatores

levou à renovação do interesse científico no transporte de nêutrons.

Neste campo de física de reatores, uma colaboração significante da utilização da

Equação de Transporte está nos cálculos de blindagem nuclear (Garcia, 2002). A neces-

sidade de precisão no projeto de blindagem é enorme; os menores erros podem compro-

meter ecossistemas inteiros nos entornos das plantas nucleares – e como a maior parte

destas instalações se encontra às beiras de mares ricos em fauna e flora, grandes danos

ambientais podem ser causados.

As plantas nucleares são construídas próximas à oceanos ou lagos, naturais ou ar-

tificiais, uma vez que grandes volumes de água são necessários para seu funcionamento.

Para compreender este fato, portanto, serão descritos alguns dos processos que ocorrem

nestas usinas. A Figura 1.2 ilustra, basicamente, a estrutura de um reator nuclear.
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Figura 1.3: Figura esquemática de uma reação de fissão nuclear. Adaptada de Duderstadt and Hamilton

(1976).

Em um circuito secundário, a energia então é utilizada para alimentar um evapora-

dor. O vapor de água gerado propele uma turbina, que, ligada à um gerador, transforma

a energia cinética em energia elétrica. Após este processo, o vapor não é liberado para a

atmosfera devido à preocupação com a contaminação do meio ambiente; ao invés disso,

é reutilizado no sistema fechado (Duderstadt and Hamilton, 1976; Kok, 2009; Sekimoto,

2007).

Desta maneira, a água precisa retornar ao estado líquido, e, para tanto, um con-

densador é utilizado para resfriá-la. Um sistema terciário tem a função de alimentar este

condensador com enormes volumes de água (Duderstadt and Hamilton, 1976; Kok, 2009;

Sekimoto, 2007). Assim, como grandes quantidades de líquido implicariam em custos

elevados se houvessem de ser transportadas por longas distâncias, é necessário, do ponto

de vista econômico, que as usinas nucleares estejam dispostas próximas à extensos corpos

de água.

A consequência disto é que se ocorrerem erros nos cálculos do projeto de blinda-

gem, o vapor de água do circuito secundário poderá, por exemplo, propagar radiação para
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o circuito terciário, contaminando à água que retorna ao meio ambiente, e, com efeito,

causando um desastre ambiental.

Além deste fato, deve-se observar que nêutrons livres também são originados no

processo de fissão; estes nêutrons, ao se chocarem com núcleos de átomos de Urânio 235,

irão ocasionar outras reações de fissão, de modo que uma reação em cadeia poderá ser

mantida (Duderstadt and Hamilton, 1976; Kok, 2009; Sekimoto, 2007; Stacey, 2001; van

Dam et al., 2005) – um reator funcionará adequadamente se estiver em um estado crítico,

ou seja, se as reações dentro do vaso ocorrem de forma controlada.

Devido a estes fatores, existe uma enorme necessidade de precisão em relação ao

cálculo das grandezas envolvidas nos processos de um reator nuclear. O cálculo do fluxo

escalar em meios multicamadas, realizado neste trabalho, simula uma necessidade impor-

tante no ambiente da física de reatores. Já o cálculo do fator de desvantagem térmica,

também apresentado nesta dissertação, é importante na predição da quantidade de ener-

gia gerada pelo reator, e também nos cálculos de criticalidade, onde busca-se determinar

a faixa ótima de operação do reator, evitando-se potenciais desastres nucleares (Stacey,

2001).

As metodologias utilizadas para a realização destes cálculos são divididas princi-

palmente em dois grupos: as abordagens ditas probabilísticas e as chamadas de deter-

minísticas. A Figura 1.4 foi desenvolvida por este trabalho para representar algumas

possíveis ramificações de algumas abordagens utilizadas no estudo do transporte de nêu-

trons. Salienta-se que o agrupamento nestas categorias foi realizado com fim meramente

explicativo, para este trabalho em especial, e portanto não compreende uma classificação

definitiva ou completa das metologias utilizadas no transporte de nêutrons.
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Figura 1.4: Metodologias utilizadas no transporte de nêutrons.

As metodologias probabilísticas, entre as quais se destaca o método de Monte Carlo

(Gunay et al., 2013; Mervin et al., 2013; Wagner and Haghighat, 1998), oferecem soluções

aproximadas para formulações exatas. As metodologias determinísticas, ao contrário,

fornecem soluções exatas para formulações aproximadas.

Essas formulações determinísticas, por sua vez, podem ser subdividas em dois gran-

des grupos: os métodos numéricos e os métodos híbridos. Os métodos ditos numéricos

compreendem metodologias baseadas no método de elementos finitos (Hennart and Valle,

2010; Ju et al., 2007; Lewis et al., 1975; Wang and Ragusa, 2009) e no método de dife-

renças finitas (Han et al., 2008). Já os métodos híbridos são aqueles em que a variável

espacial pode ser tratada de maneira analítica. Entre esses, destaca-se os métodos de or-

denadas discretas (SN ou DOM - do inglês Discrete Ordinates Method) (Badruzzaman,

1986; Barichello, 2011; Barichello et al., 2000, 2009; Barros and Larsen, 1992; Barros

et al., 1999, 2003; Cabrera, 2009; Chandrasekhar, 1950; Doicu and Trautmann, 2009).
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O DOM foi proposto por Wick (1943) e posteriormente desenvolvido por Chandra-

sekhar (1950). É baseado na discretização da variável angular por meio da aproximação

do termo integral presente na Equação de Transporte por uma quadratura numérica. Deste

modo, a equação integro-diferencial é transformada em um sistema de equações diferen-

ciais que pode ser resolvido por abordagens puramente numéricas, ou pela aplicação de

algum método analítico.

Pesquisadores tem dedicado seus esforços ao estudo desse método desde sua cria-

ção, portanto suas características são bem conhecidas. O DOM já foi comprovado como

versátil, fácil de associar com outras metodologias, e com grandes aplicações em pro-

blemas unidimensionais em diferentes geometrias (Abreu, 2009; Doicu and Trautmann,

2009; Gonzales et al., 2009). Foi observado, também, que o DOM proporciona resultados

mais satisfatórios nos casos em que a variação angular do fluxo não é precisamente re-

presentada pela aproximação isentrópica. Outra vantagem do método pode ser constatada

no trabalho de Neto and Roberty (1998c), que realiza uma comparação do DOM com

os métodos PN e Global Galarkin Method; os resultados obtidos neste trabalho demons-

tram que o DOM é capaz de prover resultados bastante precisos sem, no entanto, envolver

esforços analíticos ou computacionais elevados.

Contudo, algumas desvantagens do DOM também já foram contempladas. É co-

nhecido por sofrer de dois tipos de erros de truncamento (Fattal, 2009; Hunter and Guo,

2015): (i) o espalhamento falso, devido à discretização do domínio espacial, no qual

os feixes de radiação são erroneamente suavizados e (ii) o efeito de raio, causado pela

discretização angular, onde a radiação emanada por fontes intensas é relacionada com di-

reções fictícias. Além disso, o DOM apresenta dificuldades ao trabalhar com geometrias

complexas (Neto and Neto, 1999).

Ainda que os problemas de transporte sejam principalmente relacionados com meios

multidimensionais, problemas unidimensionais também possuem aplicações com grande

importância, graças ao emprego de modelos matemáticos. Na teoria de reatores, três casos

significativos podem ser aproximados como problemas unidimensionais (Altac, 1989):
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(i) placas paralelas onde a composição varia apenas em uma coordenada cartesiana; (ii)

reatores axial e cilindricamente simétricos onde cascas cilindricamente concêntricas e ho-

mogêneas possuem paredes não reflexivas; (iii) reatores esfericamente simétricos consti-

tuídos de séries de cascas concêntricas e homogêneas.

Como consequência, diversos autores empregaram o DOM para resolver problemas

unidimensionais. Os resultados que obtiveram foram excelentes. Leal (2008) aplicou

um método analítico para aproximação com ordenadas discretas em geometria cartesiana.

Leitao et al. (2014) realizaram uma análise espectral das equações de transporte em meios

multiplicativos. Jin et al. (2010) avaliaram um método numérico de segunda ordem no es-

tudo da Equação de Transporte discreta. Neto and Neto (1999) exploraram meios cinzas

homogêneos com espalhamento isotrópicos e superfícies translúcidas. Nunes and Bar-

ros (2009) realizaram cálculos de blindagem de radiação com um modelo de ordenadas

discretas monoenergético.

Contudo, à despeito dos bons resultados que o DOM é capaz de fornecer, algumas

metodologias foram criadas para aprimorá-lo. Isto foi feito, por exemplo, com intuito de

resolver alguns dos problemas numéricos derivados da computação de raízes de polinô-

mios característicos. No âmbito deste trabalho, duas entre estas metodologias adquirem

maior significado: o método LTSN e o método de Ordenadas Discretas Analítico (ADO

- do inglês Analitical Discrete Ordinates).

Barichello (1992) desenvolveram o método LTSN , que se distingue do DOM pela

aplicação da transformada de Laplace na variável espacial. Este artifício leva à um sistema

algébrico no domínio de Laplace. Assim, após a determinação da solução do problema

transformado, a função inversa de Laplace deve ser obtida. Isto é realizado por meio

de artifícios numéricos que envolvem matrizes mal condicionadas, o que acarreta num

aumento do esforço computacional.

O método ADO, desenvolvido por Barichello and Siewert (1999), se diferencia do

DOM por expressar de forma analítica a variável espacial e por determinar as constantes
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de separação utilizando problemas de autovalores de ordem reduzida. Além disso, não

necessita de métodos de interpolação, esquemas iterativos ou da discretização do domínio.

Deste modo, supera o problema de espalhamento falso presente no DOM. Ademais, o

método ADO proporciona a utilização de esquemas de quadratura mais arbitrários. Por

causa destes fatores, esse método oferece vantagens relacionadas ao custo computacional,

precisão e tempo de processamento.

A aplicação do método ADO em muitos problemas unidimensionais revelou perfor-

mances notáveis em relação à precisão das soluções, ao custo computacional e a imple-

mentação dos códigos computacionais. Em problemas de gases rarefeitos, esse método

foi capaz de fornecer soluções unificadas para diferentes modelos cinéticos (Scherer et al.,

2009a,b), tais como os modelos BGK (Barichello et al., 2001), Gross-Jackson (Gross and

Jackson, 1959; Scherer, 2005), MRS (Filho, 2007; Garcia and Siewert, 2006) e S (Cabrera

and Barichello, 2006; Siewert, 2002a; Siewert and Valougeorgis, 2002). O método ADO

produziu bons resultados em problemas de deslizamento viscoso com o modelo CLF (Ca-

margo, 2003; Doicu and Trautmann, 2009; Siewert, 2001), e também forneceu resultados

satisfatórios em problemas de misturas de gases com o modelo McCormack (Garcia and

Siewert, 2004; Siewert, 2005; Siewert and Valougeorgis, 2004a,b). Além disso, demons-

trou boa performance na solução de problemas de Poiseuille, Couette, creep térmico e

salto de temperatura com o modelo CES (Siewert, 2002b, 2004). Finalmente, provou-

se eficiente no tratamento de problemas associados com diferentes condições de contorno

(Knackfuss, 2005; Knackfuss and Barichello, 2006) e em problemas utilizando a Equação

de Boltzmann Linear propriamente dita (Siewert, 2003a,b).

Resultados satisfatórios também têm sido obtidos utilizando o método ADO para a

resolução de problemas multidimensionais (Barichello et al., 2011; Filho, 2011). Nestes

problemas, a equação integro-diferencial é convertida em um sistema de EDP’s através

de uma quadratura multidimensional. Através do processo usual de integração, são cons-

truídos sistemas de EDO’s acoplados. Os fluxos então passam a ser descritos em termos

de grandezas médias. A partir de técnicas herdadas dos métodos nodais (Azmy, 1988;
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Badruzzaman, 1986; Barros and Larsen, 1992; Dominguez et al., 2010a,b; Dominguez,

2006; Dominguez et al., 2005; Walters, 1986), o domínio é decomposto em nodos (ou

células). Com a introdução de equações auxiliares, os coeficientes relacionados aos con-

tornos do domínio são determinados. O aumento da complexidade do problema eleva o

esforço computacional, contudo o caráter analítico do método ainda é mantido, e esque-

mas iterativos e métodos de interpolação não precisam ser utilizados.

Deste modo, levando-se em consideração as características favoráveis do método

ADO, assim como seu desenvolvimento relativamente recente, este trabalho conduzirá um

estudo da aplicação desse método em diversos problemas unidimensionais de transporte

de nêutrons, estudando quantidades de interesse nestes tipos de problemas, com especial

enfoque em física de reatores.

A contribuição deste trabalho consiste no emprego do método ADO na resolução

de problemas ainda não solucionados por meio desta formulação, provando, para estes

casos, que a metodologia apresentada é capaz de conferir soluções concisas e fechadas

à baixo custo computacional. Além disto, pode-se destacar, como contribuições impor-

tantes deste trabalho, análises sobre a influência de algumas propriedades importantes,

e a colaboração com a discussão à respeito do decaimento do fator de desvantagem em

relação à espessura do moderador e a influência do grau de anisotropia linear no decai-

mento do fluxo escalar. Ademais, esta dissertação fornecerá resultados benchmark para

problemas originais, que poderão ser utilizados como referência por outros pesquisadores.

Finalmente, o desenvolvimento de um código computacional em softwares de distribui-

ção livre, como o OCTAVE 4.0, caracterizará a potencialidade do método quanto a sua

viabilidade econômica e acessibilidade à todos os níveis acadêmicos.

No segundo capítulo desta dissertação é fornecida uma fundamentação teórica à

respeito do transporte de nêutrons. Neste capítulo podem ser encontradas informações

sobre alguns aspectos importantes relativos ao setor de energia atômica. Busca-se con-

textualizar especialmente os tópicos relativos à história e as vantagens do uso de energia

nuclear.
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No capítulo 3 é apresentado o desenvolvimento do método ADO para a classe de

problemas propostos aqui. Em especial, a solução homogênea é descrita como um de-

caimento exponencial. Por conta do tipo de termo fonte, a solução particular foi obtida

separadamente, utilizando-se da proposta de valores constantes. A determinação de todos

os coeficientes envolvidos se dá pela aplicação das condições de contorno (incidentes nos

extremos do domínio) e condições de interface entre os meios.

No capítulo 4 são apresentados resultados para os problemas estudados. Neste ca-

pítulo, o código computacional é validado através da comparação dos resultados obtidos

aqui com aqueles disponíveis na literatura, adquiridos através de outros métodos. Acom-

panhando o processo de validação, são realizadas análises comparativas do método ADO

em relação aos métodos utilizados por outros autores. Em posterior às análises da per-

formance do método, resultados originais benchmark são oferecidos em conjunto com

análises sobre o comportamento físico do problema em relação à algumas propriedades

importantes.

A primeira seção deste capítulo, a seção 4.1, apresenta uma categoria de problemas

mais simples, oferecendo resultados para problemas isotrópicos em meios homogêneos.

Os problemas presentes na seção 4.2, em seguida, envolvem os cálculos do coeficiente de

albedo e do fator de transferência, com potencial aplicação em blindagem e na manuten-

ção de reatores nucleares. A seção 4.3 trata de problemas semelhantes, com acréscimo

dos efeitos de um espalhamento anisotrópico linear. Na seção 4.4 são resolvidos proble-

mas em meios heterogêneos sem fonte interna. Na seção 4.5, problemas de blindagem são

discutidos e uma pequena revisão bibliográfica sobre o tema encontra-se disponível. A

seção 4.6, por fim, dedica-se aos problemas relativos ao cálculo do fator de desvantagem,

também fornecendo uma curta revisão sobre este assunto.

Finalmente, o capítulo 5 apresentará as conclusões inferidas desta dissertação e

possíveis propostas de continuidade.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo será apresentada uma fundamentação teórica à respeito do transporte

de nêutrons. Na seção 2.1 será fornecido um resumo da história da física nuclear. Na

seção 2.2 será realizada uma discussão à respeito do setor de energia nuclear. Na seção

2.3, grandezas básicas e os principais conceitos do transporte de nêutrons serão apresen-

tados, visando-se melhorar a compreensão dos demais capítulos deste trabalho; por fim,

na seção 2.4 é apresentada a modelagem da Equação de Boltzmann através de uma série

de simplificações, resultando na Equação de Transporte posteriormente resolvida neste

trabalho através do método ADO.

2.1 Breve história da ciência nuclear

Nesta seção procura-se citar fatos históricos de grande impacto na história da ci-

ência nuclear. Assim, descobertas dos mais renomados pesquisadores são brevemente

descritas, com enfoque em suas contribuições para o avanço da pesquisa nuclear. Essa se-

ção foi baseada principalmente nos trabalhos de Martins (2014) e de Jevremovic (2005).

2.1.1 Da antiguidade grega até a descoberta do nêutron.

No quinto século antes de Cristo, os filósofos gregos Leucipo e Demócrito desen-

volveram a teoria atomística, professando uma partícula infinitesimal, chamada de átomo,

como constituinte básico, indivisível, invisível e elementar da realidade.

Mais de dois mil anos depois, John Dalton, no ano de 1803, resgatou essa teo-

ria. Dalton postulou que os átomos preservam sua individualidade nas reações químicas,

sendo também indivisíveis. Afirmava que os átomos de elementos iguais são indiferenciá-

veis, mas que átomos de elementos diferentes possuem pesos diferentes. Desta maneira,

os elementos seriam caracterizados pelo peso de seus átomos. Anunciou, também, que
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compostos químicos são formados pelas uniões dos átomos de elementos diversos, de

acordo com proporções numéricas simples. Após esta retomada, a ciência atômica avan-

çou rapidamente.

Poucos anos depois, Avogado concluiu a existência de moléculas formadas pelas

uniões de átomos, e deduções feitas sobre as leis de Faraday levaram-no ao entendimento

de que os átomos transportavam cargas elétricas. Em 1869, Mendeleev apresentou a

primeira classificação periódica dos elementos em função de seus pesos atômicos.

O primeiro modelo atômico foi introduzido por J. J. Thomson no século XX. Este

modelo ficou conhecido como modelo “pudim de ameixas”, pela analogia do núcleo po-

sitivo com um pudim, e dos elétrons, circulando-o, com ameixas. Este passo marcou o

princípio da transição da física clássica à física moderna.

Thomson, com Rutherford como assistente, deu início ao estudo do elétron. Contou

também com o auxílio de Lorentz. Através de campos elétricos e magnéticos, a relação

entre carga e massa das partículas dos raios catódicos foi determinada. Esses raios foram

identificados como feixes de elétrons. Em seguida, Robert Millikan estabeleceu à carga

do elétron através de experimentos com gotas de óleo.

Poucos anos antes destas descobertas, Roentgen deparava-se com um fenômeno

que modificaria a compreensão da ciência atômica; descobriu raios atravessando e sendo

parcialmente absorvidos por corpos opacos. Por sua natureza misteriosa, estes raios foram

batizados de Raios X.

Poincarré apresentou estudos sobre a capacidade dos Raios X de excitar materiais

fosforescentes e fluorescentes. Henri Becquerel intensificou estes estudos, concluindo

que sais de urânio produzem radiações semelhantes.

Nestes primórdios, os estudos sobre radioatividade tiveram vários contribuintes

ilustres, como Kevin, Elster, Beattle, Smoluchwski, Geitel e Schmidt. Contudo, os maio-

res reconhecimentos são dedicados ao casal Pierre e Marie Curie, que à custo da própria
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saúde desvelaram as propriedades radioativas de vários elementos. A descoberta do rádio

por esse casal em 1910, teria futuramente grande impacto na medicina.

Nessa época foram distinguidos três tipos de radiação: raios alfa, raios beta e raios

gama. Os raios alfa foram determinados como partículas positivas por Rutherford, em

consideração aos desvios que sofriam ao atravessar campos eletromagnéticos. Os raios

beta são constituídos de elétrons de alta energia e foram estudados por Giesel, Meyer,

Scheweidler, Becquerel, Kaufmann, Bragg e Fermi. O estudo da desintegração beta por

Fermi constitui um dos marcos mais importantes da física nuclear. Os raios gama foram

analisados por Rutherford, que os identificou como radiações eletromagnéticas já que não

sofriam desvio em campos elétricos e magnéticos.

Após essas descobertas, Rutherford ainda apresentou uma de suas contribuições

mais importantes: o modelo planetário de Rutherford .

Estudando o espalhamento de partículas alfa aceleradas se chocando contra uma

fina lâmina de ouro, Rutherford observou que apenas uma entre dez mil partículas era

refletida. Com isto, concluiu que o átomo não era maciço, mas constituído de grandes

espaços vazios e que seu raio total deveria ser dez mil vezes superior ao de seu núcleo.

Verificou que os elétrons, eletricamente negativos, trafegavam em altas velocidades por

orbitas helicoidais em torno do núcleo de carga positiva. Este núcleo deveria ser maciço

e pesado ao ponto de conter praticamente toda massa do átomo.

No entanto, o modelo de Rutherford não era capaz de explicar como os elétrons

mantinham suas orbitas à despeito da atração dos prótons. Também não esclarecia a razão

destas partículas não decaírem em direção ao núcleo por perdas de energia causadas pela

emissão de radiação devido ao movimento acelerado. A solução para estes problemas de

estabilidades foi descoberta em 1913, por Niels Bohr, com o desenvolvimento do modelo

atômico quântico .

Bohr, um aluno de Rutherford, encontrou uma solução para as questões de estabi-

lidade em trabalhos da mecânica quântica, que recém estava em surgimento. Segundo
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ele, em orbitas especificas, os elétrons não emitiriam radiação, pois em estado estacio-

nário possuiriam níveis quantizados e constantes de energia. Concluiu, também, que da

transição entre os estados obtinha-se a produção da luz pelo surgimento de uma partícula

denominada fóton, correspondente à diferença da energia entre as órbitas.

Essa proposta só foi possível graças ao trabalho de Max Planck e Albert Einstein.

A radiação eletromagnética foi descrita pela primeira vez, e do estudo da radiação de

corpos negros, surgiu o conceito da quantização de energia. A mecânica quântica, também

chamada de mecânica ondulatória, começava a ser estruturada.

De Broglie, em 1924, definiu o postulado de que uma onda deve estar associada a

um corpúsculo, assim como um corpúsculo deve estar associado a uma onda. Os trabalhos

de Schroedinger e de Heisenberg com mecânica das matrizes foram definitivos para a

construção da até então recente mecânica ondulatória.

Mas as partículas elementares da matéria ainda não haviam sido bem definidas;

prótons e elétrons recém haviam sido propostos por Rutherford como constituintes do

núcleo. A existência de uma outra partícula, formada por um próton e um elétron, não

podia ser confirmada. Essa partícula se situaria no núcleo e seria conhecida como nêutron.

Em 1932, Chadwik assentou definitivamente a existência do nêutron, verificando-o

experimentalmente. Com isto pôde-se compreender muitos dos fenômenos da radiação,

atualmente entendidos a partir da interação de nêutrons.

2.1.2 De Enrico Fermi à fissão nuclear.

O nome mais importante na ciência do aproveitamento da energia nuclear talvez

seja o de Enrico Fermi. Sua teoria de 1933 sobre o decaimento beta constituiu a base

do conceito de interações fracas. Fermi sugeriu que os elementos fossem irradiados com

nêutrons através de uma fonte de Polônio-Berílio. Após dois anos de trabalho, conseguiu

desenvolver uma fonte ainda mais forte, constituída de Rádio-Berílio. Com essa, bom-
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bardeou os elementos atômicos em ordem crescente de peso atômico. Acreditava-se que

a eficiência dos nêutrons para produzir novos núcleos aumentasse com a sua energia. A

experiência provou que esta ideia estava errada.

Os trabalhos sobre nêutrons de Fermi foram reunidos por Rutherford, que clas-

sificou a atividade produzida nos elementos como fraca, média ou forte. Em seguida,

Fermi dedicou-se também ao estudo das seções de choque das reações com os nêutrons.

O elemento utilizado em seus experimentos foi a prata. Ele observou que os resultados

dependiam do material de que se constituía a mesa que suportava o espectroscópio: ma-

deira ou mármore. Concluiu que esse fenômeno devia-se a moderação da velocidade dos

nêutrons no hidrogênio da madeira.

Para evitar a dispersão de nêutrons, foi construído um anteparo de chumbo. Posteri-

ormente, por uma inspiração momentânea, substituiu o chumbo por parafina e evidenciou

que esse material amplificava os efeitos radioativos. Fermi deduziu que os nêutrons mais

lentos eram mais eficazes na produção de reações nucleares em dados elementos. A pa-

rafina agia como moderador, fazendo com que as interações dos nêutrons com os núcleos

de hidrogênio causassem uma perda de energia cinética. Descobriu-se, assim, o processo

de termalização dos nêutrons, posteriormente utilizado no primeiro reator nuclear.

Logo, Fermi foi comunicado por Niels Bohr de que receberia o prêmio Nobel por

seu trabalho na produção de elementos transurânicos (i.e. com número atômico maior

que o do Urânio) resultantes do bombardeamento de Urânio com nêutrons. Em 1938, a

descoberta mais importante na física nuclear foi feita enquanto Fermi recebia esse prêmio.

Otto Hahn e Fritz Strassman descobriram a fissão do núcleo. Além disso, foi verificada

a presença de bário como produto do bombardeamento do Urânio por um nêutron, e Lise

Meitner concluiu que o bário era um fragmento resultante da fissão do Urânio.
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2.1.3 Da fissão ao primeiro reator nuclear.

Walter Zinn e Leo Szilard estudaram a emissão de nêutrons na fissão de Urânio.

Fermi, Anderson e Haustein também direcionaram suas pesquisas a este tópico, onde

comprovou-se viável manter uma reação em cadeia utilizando os nêutrons originados da

fissão.

Fermi e Pegram consideraram necessário avisar ao governo americano sobre a pos-

sível criação de um novo tipo de explosivo, e assim uma carta foi enviada. O Ministro da

Marinha recebeu Fermi dois dias depois.

Einstein estava ciente dos trabalhos de Fermi e Szilard, e, considerando a situação

da Alemanha na Europa, enviou uma carta ao presidente Roosevelt, onde aconselhava a

ligação do governo com o grupos de cientistas, a fim de regular e incentivar seus trabalhos

na área nuclear (Golub, 2014).

A Comissão do Urânio foi criada em seguida. Fizeram parte de sua formação inicial

os cientistas Briggs, Szilard, Wigner, Teller e Fermi. Logo depois, Roosevelt criou um

comitê voltado a pesquisas de problemas bélicos. Bush foi indicado como presidente

deste comitê, e reestruturou a Comissão do Urânio, adicionando os físicos Tuve, Pegram,

Beams, Gunn e Urey no grupo.

Físicos americanos de renome como Compton e Lawrence passaram a participar

ativamente das pesquisas. A reação em cadeia ainda não havia sido obtida, e a produção

de Urânio-235 era muito pequena para a construção de um armamento militar.

A separação em larga escala do isótopo Urânio-235 do Urânio-238 foi elaborada

em seguida. Grandes indústrias americanas, com o auxílio dos cientistas Urey, Dunning,

e Lawrence, foram responsáveis pelos avanços no enriquecimento do Urânio, que se ca-

racteriza como uma grande conquista na ciência nuclear.
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A produção de Plutônio-239, contudo, ainda era muito baixa. Foi proposta, então,

a construção de um sistema que gerasse grandes quantidades deste elemento - este viria à

ser o primeiro reator nuclear.

O governo determinou a aceleração do projeto atômico. As operações foram trans-

feridas da Universidade de Colúmbia para a Universidade de Chicago. Neste local, Fermi

e Anderson passaram a construir uma espécie de pilha nuclear. Assim, no estádio de

atletismo da universidade, iniciou-se a construção do primeiro reator nuclear.

A colocação geométrica do combustível e a escolha do moderador foram problemá-

ticas. Finalmente, o grafite foi escolhido para a moderação. O fluxo de nêutrons na pilha

nuclear foi controlado por barras de Cádmio projetadas por Anderson e Zinn, com base

nos trabalhos de Fermi. Com estes triunfos, o projeto nuclear obteve sucesso e o trabalho

dos pesquisadores estava completo.

A reação em cadeia autossustentável ocorreu no dia 2 de dezembro de 1942 (Golub,

2014). O primeiro reator nuclear do mundo estava em operação.

2.2 A importância da energia nuclear

As vantagens do uso da energia nuclear em relação à outras fontes alternativas de

energia têm ganho destaque crescente no cenário mundial, despertando interesse de diver-

sas nações. Soluções únicas para a matriz energética mundial não são viáveis, e por isso

é necessário que haja diversificação nas opções de produção de energia.

Por interesses econômicos, grandes investimentos estão sendo feitos no setor nu-

clear, devido à possibilidade de geração de grandes quantidades de eletricidade (NEA,

2007), e principalmente pela eficiência na obtenção de energia, já que a eletricidade ge-

rada por fontes nucleares é considerada de baixo custo (Deutch, 2003; NEA, 2007). Na

Tabela 2.1 apresenta-se o preço da geração de eletricidade para algumas fontes.
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Tabela 2.1: Custos de geração de eletricidade na Alemanha em 2003. Adaptado de NEA (2007).

Fonte Lignina Carvão Gás Óleo Nuclear Hidrodinâmica Vento Solar

(Euro/ kWh) 0.033 0.030 0.031 0.036 0.021 0.07 0.07 0.6

Essa vantagem econômica decorre de fatores como o baixo preço do Urânio utili-

zado como combustível e do baixo custo de funcionamento das usinas nucleares, ja que

pequenas quantidades de Urânio são capazes de gerar grandes quantidades de energia

(Guimaraes and de Mattos, 2011). A densidade energética do Urânio é muito superior à

de outras fontes de combustível, como pode ser observado na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Densidade energética de alguns combustíveis. Fonte: Guimaraes and de Mattos (2011).

Tipo de combustível Densidade energética (kWh/kg) Número de vezes mais denso do

que petróleo

U-235 puro 24,513,889.0 2,715,835.0

Urânio natural (em FBR) 6,666,667.0 738,462.0

Urânio enriquecido (em LWR) 960,000.0 106,338.0

Urânio natural (em LWR) 123,056.0 13,631.0

Propano 13.8 1.5

Butano 13.6 1.5

Gasolina 13.0 1.4

Diesel para aquecimento residencial 12.7 1.4

Biodiesel 11.4 1.3

Carvão (antracita) 9.0 1.0

Água represada à uma altura de 100m 0.0003 N/A

Devido à esta alta densidade energética, plantas nucleares podem operar com quan-

tidades relativamente pequenas de Urânio. Consequentemente, o transporte da matéria

bruta necessária para a operação de uma planta nuclear é comparativamente barato. Isto

também leva à uma diminuição no impacto ambiental gerado pelos meios de transporte

envolvidos no processo.
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Existem outros aspectos que também tornam as usinas nucleares atrativas do ponto

de vista ambiental. Uma usina nuclear adequadamente projetada e operando corretamente

se destaca pelo baixo impacto ambiental, pois não causa a liberação de gases causadores

do efeito estufa (como dióxido de carbono e metano (Patterson, 1986)) e não requer o ala-

gamento de grandes áreas. Ademais, quanto ao tamanho das instalações, plantas nucleares

são compactas em comparação as de outras fontes alternativas de energias (Comby, 2001),

que cobrem grandes extensões de terra.

A confiabilidade da produção energética é outro aspecto positivo, pois em uma

planta nuclear a geração de energia é constante, ocorrendo em 90% do tempo de exis-

tência da instalação. Isto ocorre porque a produção de energia nuclear não depende de

fatores naturais, de modo que a quantidade de energia gerada se mantém estável à des-

peito de fatores climáticos, como a intensidade solar, do vento ou das ondas. Conse-

quentemente, condições ambientais agressivas não afetam a produção de energia nuclear

(Comby, 2001).

A duração das reservas naturais de combustível nuclear também caracteriza um

ponto vantajoso. Previsões científicas indicam que as reservas naturais de Urânio devem

durar mais do que as de petróleo ou gás. A Tabela 2.3 representa essa situação.

Tabela 2.3: Duração estimada das reservas dos respectivos combustíveis. Adaptada de NEA (2007).

Fonte Carvão Petróleo Gás Urânio

Duração (anos) 155 41 65 85

As aplicações dos reatores nucleares não estão restritas apenas a geração de energia.

No estudo da matéria por espectroscopia (Duderstadt and Hamilton, 1976), os reatores nu-

cleares são importantes por produzirem grandes quantidades de radiação, principalmente

na forma de nêutrons e raios gama. Na industria e na medicina a radiação pode ser utili-

zada para transmutar núcleos em isótopos artificiais para a produção de traçadores.
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Reatores compactos também são utilizados como fonte de energia em ambientes

particularmente remotos, como em estações de pesquisa nos polos ou estações orbitais

(Duderstadt and Hamilton, 1976), bem como garantir a autonomia de submarinos, navios

e foguetes através de seus sistemas de propulsão.

2.3 Conceitos fundamentais no transporte de nêutrons

Esta seção será dedicada aos conceitos fundamentais para compreensão deste tra-

balho, dando enfoque ao transporte de nêutrons que migram em um meio hospedeiro com

certas propriedades nucleares, caracterizadas fenomenologicamente em termos das seções

de choque. Esta seção é fundamentada em Bell and Glasstone (1970), Duderstadt (1979),

Stacey (2001) e Pazinatto (2011).

2.3.1 Seção de choque microscópica (σ)

A seção de choque microscópica é a medida virtual de área relacionada com a pro-

babilidade de um determinado isótopo sofrer algum tipo de reação nuclear. A Figura 2.1

apresenta as reações de choque para os diversos tipos de reação nuclear.
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Figura 2.1: Distribuição das seções de choque por tipo de reação. Adaptada de Duderstadt (1979).

2.3.2 Seção de choque macroscópica (Σ)

A seção de choque macroscópica é definida como o produto entre a seção de choque

microscópica (σ) e a densidade de isótopos presentes em um certo volume hospedeiro.

Desta forma, esta grandeza está relacionada com a probabilidade que terá uma partícula

com certa energia de sofrer um determinado tipo de reação nuclear ao migrar em um meio

hospedeiro caracterizado por uma população de isótopos.

Σ = Nis.σ. (2.1)

onde Nis. representa o número de isótopos.

Quanto maior for a seção de choque macroscópica, menor será a distância média

percorrida pela partícula (nêutron, foton) até que tal reação nuclear ocorra. Esta distância

média também é chamada de livre caminho médio (ou mean free path - mfp), e é calculada

segundo a equação

mfp =
1

Σ
. (2.2)
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2.3.3 Reações nucleares

• Reação do tipo (n,2n) e (n,3n): Uma reação é do tipo (n,2n) quando o

número de nêutrons emergentes é duas vezes maior do que o número de

nêutrons incidentes. De modo análogo, uma reação é do tipo (n,3n) quando

a quantia de nêutrons subsequentes à reação é três vezes maior do que à

quantia incidente.

• Reação do tipo (n,α) e (n,p): Uma reação é do tipo (n,α) quando é liberada

uma partícula α como resultado da absorção de um nêutron; analogamente,

uma reação é do tipo (n,p) quando um próton é liberado por essa absorção.

• Espalhamento elástico e inelástico: Um processo é chamado de espalha-

mento elástico (n,n) quando, após um choque, o núcleo alvo permanece

inalterado em sua composição isotrópica e em seu estado energético. Um

processo é considerado espalhamento inelástico quando, como resultado de

uma colisão, o núcleo alvo permanece inalterado quanto à sua composição,

mas tem seu estado energético alterado.

• Captura radioativa (n,γ): Uma reação é considerada uma captura radio-

ativa (n,γ) quando o nêutron e núcleo atômico ao colidirem, se combinam

para formar um núcleo mais pesado. Nesse processo, o excesso de energia

é liberado na forma de radiação γ.

• Fissão nuclear: É o processo ocasionado por meio de colisões, nas quais

o núcleo de um isótopo é retirado de sua estabilidade energética e se divide

em dois ou mais elementos, liberando grandes quantidades de energia. Este

processo é o principal responsável pelo funcionamento das usinas termonu-

cleares.
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2.3.4 Densidade angular N(~r, ~Ω, E, t)

A densidade angular é definida como o número médio de partículas presentes em

um volume unitário dV ocupando uma posição ~r, possuindo energia dE em torno de E

e direção d~Ω em torno de ~Ω, para um dado instante de tempo t. Como tais variáveis

são independentes, é possível que partículas em um mesmo volume unitário apresen-

tem densidades diferentes de acordo com suas características. Portanto, o número es-

perado de partículas contidas em um elemento de volume infinitesimal corresponderá à

N(~r, ~Ω, E, t)dV d~ΩdE.

2.3.5 Espaço de fase

O espaço de fase é a representação do estado das variáveis do sistema. No caso do

transporte tridimensional de nêutrons, estas variáveis são sete, absolutamente independen-

tes: três relacionadas à posição no espaço, duas correspondentes à direção de migração,

uma referente ao tempo e uma relacionada a energia de reação.

2.4 Modelagem matemática da equação de Boltzmann

Todo o equacionamento desta seção também tem como fundamento Bell and Glas-

stone (1970), Duderstadt (1979), Stacey (2001) e Pazinatto (2011).

A Equação de Boltzmann corresponde à um modelo matemático capaz de descre-

ver o comportamento médio de toda uma população de partículas. Para tanto, algumas

considerações precisam ser feitas com relação a física do problema:

• Flutuações estatísticas são consideradas desprezíveis no interior dos ele-

mentos de velocidade e espaço
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Tal hipótese é necessária pois os elementos de velocidade e espaço são con-

siderados suficientemente grandes. Além disso, a Equação de Boltzmann

não é capaz de considerar estas flutuações estatísticas.

• Tempo de colisão de nêutrons é considerado nulo

Tal consideração é razoável uma vez que a vida dos núcleos compostos é

extremamente pequena. O mesmo pode se dizer das forças nucleares em

relação a distância média entre os nêutrons.

• Inexistência de colisões entre nêutrons

Tal conjectura é apropriada porque a densidade de nêutrons é extremamente

pequena em comparação a dos núcleos-alvo em sistemas realísticos.

• Energia de vibração dos átomos e moléculas é desprezível

Este pressuposto é apropriado desde que a energia de vibração dos átomos

ou moléculas não seja maior do que a energia de ligação dos átomos ou mo-

léculas do reticulado cristalográfico (relacionado a distribuição dos átomos

ou molecular em planos com certas propriedades).

• Campos forças externos são nulos

Tal pressuposto é razoável porque forças gravitacionais não possuem inten-

sidade suficiente para influenciar o movimento dos nêutrons, e os campos

elétricos e/ou magnéticos não atuam sobre partículas que não possuem carga

elétrica. Dessa forma, espera-se que a migração dos nêutrons ocorra em li-

nha reta e com velocidade constante entre as colisões.

• Espaço isentrópico

Significa que os quaisquer efeitos incorporados no sistema não dependem

da orientação dos nêutrons.
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2.4.1 Balanço de nêutrons

No transporte de partículas neutras é comum substituir as três variáveis da veloci-

dade ~v = (v1, v2, v3) pela energia cinética

E =
mv2

2
, (2.3)

onde v = |~v| corresponde à magnitude do vetor velocidade e m à massa da partícula.

Em uma transformação em coordenadas esféricas, obtêm-se que

~Ω = ~v/v = (Ω1,Ω2,Ω3), (2.4)

onde

Ω1 =
√

1− µ2 cos(φ), Ω2 =
√

1− µ2 sen(φ), Ω3 = µ, (2.5)

sendo µ = cos(φ) traduz o ângulo polar (0 ≤ θ ≤ π) e φ o ângulo azimutal (0 ≤ φ ≤ 2π).

O elemento de integração na esfera unitária é d~Ω = dµdφ, de modo que se f for

uma função de ~Ω, pode-se dizer que

∫

4π

f(~Ω)d~Ω =

∫ 2π

0

∫ 1

−1

f(µ, φ)dµ dφ, (2.6)

com 4π representando que a região de integração corresponde a esfera unitária.

Com efeito, a área desta é obtida quando f(~Ω) = 1, conforme

∫

4π

d~Ω =

∫ 2π

0

∫ 1

−1

dµ dφ = 4π. (2.7)

A seção de choque diferencial ou duplamente diferencial (em razão da direção e

energia) de uma dada reação exprime a probabilidade dos nêutrons emergentes desta ad-

quirirem determinada direção ou energia. Matematicamente ela pode ser definida como

σk(~r, E
′)fk(~r; ~Ω

′, E ′ → ~Ω, E), (2.8)
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onde σk corresponde à seção de choque para a reação do tipo k (que pode ser espa-

lhamento elástico, inelástico, captura radioativa, absorção e/ou fissão); fk(~r; ~Ω′, E ′ →
~Ω, E)dµd~Ω expressa à probabilidade, após a reação do tipo k, dos nêutrons com direção

Ω′ e energia E ′, passassem a migrar com direção ~Ω e energia E.

Quando sofre integração em todas as direções e energias, a função fk é normalizada.

A probabilidade total de emergirem nêutrons com direção ~Ω e energia E, consequente-

mente, deve ser igual ao somatório das probabilidades deste acontecimento ocorrer em

cada uma das possíveis reações k comentadas anteriormente. Assim

σ(~r, E ′)f(~r; ~Ω′, E ′ → ~Ω, E) =
∑

k

σk(~r, E
′)fk(~r; ~Ω

′, E ′ → ~Ω, E). (2.9)

Considerando-se que apenas os nêutrons que sofrerem colisões no intervalo de

tempo ∆t sairão de dV d~ΩdE, e sabendo que a distância percorrida por um nêutron no

instante t + ∆t é v∆t, então o número de partículas em dV d~ΩdE pode ser representado

por

N(~r + ~Ωv∆t, ~Ω, E, t+∆t) dV d~Ω dE = número de nêutrons que não colidiram +

+ quantidade de nêutrons que migram para o interior +

+ nêutrons gerados pela fonte interna . (2.10)

Considerando também que a probabilidade de um nêutron sofrer colisão é dada por

sua seção de choque total σt(~r, E) multiplicada pela distância percorrida v∆t, então a

probabilidade deste nêutron de não sofrer colisão será 1 − σt(~r, E)v∆t. Desta forma, a

quantidade de nêutrons em dV d~ΩdE que não sofrerão colisão é calculada pelo produto

da densidade de nêutrons no espaço fase pela probabilidade de que não haja colisão, ou

seja

número de nêutrons que não colidiram =

= N(~r, ~Ω, E, t)(1− σt(~r, E)v∆t)dV d~ΩdE. (2.11)



29

Além disso, o número de nêutrons que migram para o interior do elemento dV d~ΩdE

por qualquer reação será

quantidade de nêutrons que migram para o interior =

=

[
∫

∞

0

∫

4π

σ(~r, E ′)f(~r, ~Ω′, E ′ → ~Ω, E)v′N(~r, ~Ω′, E ′, t)d~Ω′dE ′

]

∆t dV d~ΩdE. (2.12)

Por sua vez, a quantia de nêutrons gerados na fonte interna pode ser representada

por

nêutrons gerados pela fonte interna = Q(~r, ~Ω, E, t)∆t dV d~ΩdE. (2.13)

Deste modo, a Eq. (2.10) pode ser reescrita como

N(~r + ~Ωv∆t, ~Ω, E, t+∆t)dV d~ΩdE = N(~r, ~Ω, E, t)(1− σt(~r, E)v∆t)dV d~ΩdE+

+

[
∫

∞

0

∫

4π

σ(~r, E ′)f(~r, ~Ω′, E ′ → ~Ω, E)v′N(~r, ~Ω′, E ′, t)d~Ω′dE ′

]

∆tdV d~ΩdE+

+Q(~r, ~Ω, E, t)∆t dV d~ΩdE. (2.14)

Dividindo a Eq. (2.14) por ∆t dV d~ΩdE, rearranjando os termos e fazendo ∆t→ 0,

tem-se

lim
∆t→0

[

N(~r + ~Ωv∆t, ~Ω, E, t+∆t)−N(~r, ~Ω, E, t)

∆t

]

= −vN(~r, ~Ω, E, t)σt(~r, E)+

+

∫

∞

0

∫

4π

σ(~r, E ′)f(~r, ~Ω′, E ′ → ~Ω, E)v′N(~r, ~Ω′, E ′, t)d~Ω′dE ′+

+Q(~r, ~Ω, E, t), (2.15)

resultando em

d

dt
N(~r, ~Ω, E, t) = −vN(~r, ~Ω, E, t)σt(~r, E)+

+

∫

∞

0

∫

4π

σ(~r, E ′)f(~r, ~Ω′, E ′ → ~Ω, E)v′N(~r, ~Ω′, E ′, t)d~Ω′dE ′+

+Q(~r, ~Ω, E, t). (2.16)
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Pode-se ainda reescrever a Eq. (2.16) em termos do fluxo angular Ψ(~r, ~Ω, E, t) =

vN(~r, ~Ω, E, t), de forma que

1

v

d

dt
Ψ(~r, ~Ω, E, t) = −Ψ(~r, ~Ω, E, t)σt(~r, E)+

+

∫

∞

0

∫

4π

σ(~r, E ′)f(~r, ~Ω′, E ′ → ~Ω, E)Ψ(~r, ~Ω′, E ′, t)d~Ω′dE ′+

+Q(~r, ~Ω, E, t). (2.17)

A derivada total presente na Eq. (2.17) pode ser expandida de acordo com a Regra

da Cadeia

d

dt
Ψ(~r, ~Ω, E, t) =

∂Ψ

∂x

dx

dt
+
∂Ψ

∂y

dy

dt
+
∂Ψ

∂z

dz

dt
+
∂Ψ

∂t

dt

dt
, (2.18)

onde

dx

dt
= vΩx, (2.19)

dy

dt
= vΩy, (2.20)

dz

dt
= vΩz. (2.21)

Sendo assim, o termo diferencial pode ser reescrito como

d

dt
Ψ(~r, ~Ω, E, t) = v

[

Ωx
∂Ψ

∂x
+ Ωy

∂Ψ

∂y
+ Ωz

∂Ψ

∂z

]

= v(~Ω · ∇Ψ) +
∂Ψ

∂t
, (2.22)

fazendo com que a Eq. (2.17) assuma o formato

1

v

∂

∂t
Ψ(~r, ~Ω, E, t) + ~Ω · ∇Ψ(~r, ~Ω, E, t) + σt(~r, E)Ψ(~r, ~Ω, E, t) =

+

∫

∞

0

∫

4π

σ(~r, E ′)f(~r, ~Ω′, E ′ → ~Ω, E)Ψ(~r, ~Ω′, E ′, t)d~Ω′dE ′ +Q(~r, ~Ω, E, t), (2.23)

que caracteriza a forma convencional da equação integro-diferencial parcial de transporte

de nêutrons.
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2.4.2 Construção de um modelo simplificado

Por conta da dificuldade em lidar diretamente com a Eq. (2.23) costuma-se criar à

partir dela uma série de modelos, nos quais são preservadas apenas as características de

interesse dos fenômenos a seres estudados. Estes modelos são basicamente versões sim-

plificadas da equação completa e as hipóteses utilizadas permitem a resolução exata destes

problemas aproximados. Entre estas simplificações, pode-se considerar, por exemplo,

• Estado Estacionário

Neste caso, considera-se que o fenômeno é invariante no tempo. Sendo

assim, desconsidera-se a influência do tempo e ainda faz-se

∂

∂t
Ψ
(

~r, ~Ω, E, t
)

= 0 (2.24)

resultando em

~Ω · ∇Ψ(~r, ~Ω, E) + σt(~r, E)Ψ(~r, ~Ω, E) =

+

∫

∞

0

∫

4π

σ(~r, E ′)f(~r, ~Ω′, E ′ → ~Ω, E)Ψ(~r, ~Ω′, E ′)d~Ω′dE ′+

+Q(~r, ~Ω, E). (2.25)

• Regime Monoenergético

Neste caso, considera-se que as oscilações energéticas do problema perten-

cem a um único grupo (limitado).

~Ω · ∇Ψ(~r, ~Ω) + σt(~r)Ψ(~r, ~Ω) =

∫

4π

σ(~r)f(~r, ~Ω′ → ~Ω)Ψ(~r, ~Ω′)d~Ω′+

+Q(~r, ~Ω). (2.26)

• Espalhamento isotrópico

Em um dos casos que serão estudados aqui, será considerado apenas o espa-

lhamento isotrópico, significando que reações como as de fissão e/ou absor-

ção não serão consideradas, e ainda que as partículas não possuem direção
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preferencial para migração. Sendo assim

σ(~r)f(~r, ~Ω′ → ~Ω) =
σs(~r)

4π
, no caso tridimensional, (2.27)

σ(~r)f(~r, ~Ω′ → ~Ω) =
σs(x)

2
, no caso unidimensional (2.28)

e portanto

~Ω · ∇Ψ(~r, ~Ω) + σt(~r)Ψ(~r, ~Ω) =
σs(~r)

4π

∫

4π

Ψ(~r, ~Ω′)d~Ω′+

+Q(~r, ~Ω). (2.29)

• Meio Homogêneo

Em meios homogêneos, as seções de choque macroscópica são independen-

tes da posição. Desta forma

~Ω · ∇Ψ(~r, ~Ω) + σtΨ(~r, ~Ω) =
σs
4π

∫

4π

Ψ(~r, ~Ω′)d~Ω′ +Q(~r, ~Ω). (2.30)

• Geometria Cartesiana Unidimensional

Para estes problemas, além da não dependência da simetria azimutal, o pro-

blema passa a ser em função apenas uma variável espacial. Assim

µ
d

dx
Ψ(x, µ) + σtΨ(x, µ) =

σs
2

∫ 1

−1

Ψ(x, µ′)dµ′ +Q(x, µ). (2.31)

A Eq. (2.31) corresponde ao modelo de transporte de nêutrons que será utilizado

em parte deste trabalho, com a variável espacial dimensional.

2.4.3 Adimensionalização da variável espacial

No caso de uma eventual necessidade de adimensionalizar a Eq. (2.31) na variável

espacial, para efeito de uma análise de resultados ou comparação desta formulação com

outras, parte-se de
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µ
d

dx
Ψ(x, µ) + σtΨ(x, µ) =

σs
2

∫ 1

−1

Ψ(x, µ′)dµ′ +Q(x, µ) (2.32)

e propõe-se a mudança de variável

τ = xσt, (2.33)

fazendo com que a Eq. (2.32) fique reescrita na forma

µσt
d

dτ
Ψ(

τ

σt
, µ) + σtΨ(

τ

σt
, µ) =

σs
2

∫ 1

−1

Ψ(
τ

σt
, µ′)dµ′ +Q(

τ

σt
, µ). (2.34)

Rearranjando os termos, chega-se em

µ
d

dτ
Ψ(

τ

σt
, µ) + Ψ(

τ

σt
, µ) =

σs
σt

1

2

∫ 1

−1

Ψ(
τ

σt
, µ′)dµ′ +Q(

τ

σt
, µ), (2.35)

onde, através das mudanças de variáveis

c0 =
σs
σt
, (2.36)

Ψ(τ, µ) = Ψ(
τ

σt
, µ), (2.37)

Q(τ, µ) =
1

σt
Q(

τ

σt
, µ), (2.38)

a equação que representa o modelo de transporte de nêutrons na forma adimensional será

µ
d

dτ
Ψ(τ, µ) + Ψ(τ, µ) =

c0
2

∫ 1

−1

Ψ(τ, µ′)dµ′ +Q(τ, µ). (2.39)

É importante salientar que apesar de ter se dedicado esta subseção para tratar da

adimensionalização, todo o trabalho foi desenvolvido utilizando variáveis dimensionais.
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3 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO MÉTODO DE
ORDENADAS DISCRETAS ANALÍTICO

Segundo Barichello (1992) e Barichello and Siewert (1999), a equação de transporte

de nêutrons unidimensional em regime estacionário monoenergético, aplicada à um meio

homogêneo com espalhamento linearmente anisotrópico é dada por

µ
d

dx
Ψ(x, µ) + σtΨ(x, µ) =

σs0
2

∫ 1

−1

Ψ(x, µ′)dµ′ +
3

2
µσs1

∫ 1

−1

µ′Ψ(x, µ′)dµ′+

+Q(x, µ), (3.1)

onde x e µ correspondem respectivamente a variável que indica a posição e direção em

que o fluxo angular Ψ está sendo calculado, σs0 e σs1 correspondem respectivamente aos

coeficientes de espalhamento isotrópico e anisotrópico linear do problema, e Q corres-

ponde à uma fonte interna.

Contudo, de acordo com o método ADO, os termos integrais da Eq. (3.1) devem

ser reescritos da seguinte forma

∫ 1

−1

Ψ(x, µ′)dµ′ =

∫ 0

−1

Ψ(x, µ′)dµ′ +

∫ 1

0

Ψ(x, µ′)dµ′

= −
∫

−1

0

Ψ(x, µ′)dµ′ +

∫ 1

0

Ψ(x, µ′)dµ′

=

∫ 1

0

Ψ(x,−µ′)dµ′ +

∫ 1

0

Ψ(x, µ)dµ′

=

∫ 1

0

[Ψ(x, µ′) + Ψ(x,−µ′)] dµ′,
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e

∫ 1

−1

µ′Ψ(x, µ′)dµ′ =

∫ 0

−1

µ′Ψ(x, µ′)dµ′ +

∫ 1

0

µ′Ψ(x, µ′)dµ′

= −
∫

−1

0

µ′Ψ(x, µ′)dµ′ +

∫ 1

0

µ′Ψ(x, µ′)dµ′

= −
∫ 1

0

µ′Ψ(x,−µ′)dµ′ +

∫ 1

0

µ′Ψ(x, µ)dµ′

=

∫ 1

0

µ′ [Ψ(x, µ′) + Ψ(x,−µ′)] dµ′,

Além disso, de acordo com o tratamento utilizado no método de ordenadas dis-

cretas, estes termos integrais são aproximados por meio de uma quadratura numérica da

seguinte maneira

∫ 1

0

Ψ(x, µ′)dµ′ =
N
∑

k=1

wk [Ψ(x, µk) + Ψ(x,−µk)] , (3.2)

e
∫ 1

0

µ′Ψ(x, µ′)dµ′ =
N
∑

k=1

µkwk [Ψ(x, µk) + Ψ(x,−µk)] , (3.3)

onde wk é o peso associado a direção µk quando feita a discretização do termo integral

pelo esquema de quadratura definido em [0, 1].

Desta forma a variável µ, que representa a direção percorrida por um nêutron, será

considerada em apenas algumas direções discretas.

Contudo, a quadratura utilizada neste trabalho é a quadratura de Gauss-Legendre,

que é aplicável somente para o intervalo de integração [−1, 1], e não [0, 1]. Consequente-

mente, para trabalhar-se no semi domínio [0, 1] é necessário realizar-se um mapeamento

das direções discretas. Para isso, realiza-se as seguintes mudanças de variáveis

2µk = yk + 1, (3.4)

e

wk =
1

2
vk, (3.5)
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onde yk e vk representam respectivamente os pontos e os pesos na quadratura de Gauss-

Legendre no intervalo [−1, 1] mapeados respectivamente para nós µk e pesos wk no semi

domínio [0, 1].

Segundo Barichello and Siewert (1999), após a discretização dos termos integrais

presentes na Eq. (3.1), obtém-se dois sistemas de equações, ambos de i = 1, . . . , N , de

modo que à um corresponde apenas direções positivas {µi}, e à outro somente direções

negativas {−µi}. Desta maneira, durante a resolução dos problemas, são utilizados no

total o dobro de termos na quadratura numérica em relação à outros métodos trabalhando

com o mesmo valor de N . Portanto, este tratamento constitui uma das maiores vantagens

do método ADO, que se beneficia em termos de precisão.

Com esta distinção entre as direções, a Eq. (3.1) pode ser subdividida em

µi
d

dx
Ψ(x, µi) + σtΨ(x, µi) =

σs0
2

N
∑

k=1

wk [Ψ(x, µk) + Ψ(x,−µk)] +

+
3

2
µiσs1

N
∑

k=1

µkwk [Ψ(x, µk)−Ψ(x,−µk)] +Q(x, µi) (3.6)

e

− µi
d

dx
Ψ(x,−µi) + σtΨ(x,−µi) =

σs0
2

N
∑

k=1

wk [Ψ(x, µk) + Ψ(x,−µk)]−

− 3

2
µiσs1

N
∑

k=1

µkwk [Ψ(x, µk)−Ψ(x,−µk)] +Q(x,−µi), (3.7)

para i, . . . , N e α = 1, . . . ,M ..

Neste trabalho o problema heterogêneo será considerado como um arranjo de M

problemas homogêneos, onde cada região α = 1, ...,M tem as mesmas características

descritas pela Eq. (3.7), que, portanto, pode ser reescrita como

µi
d

dx
Ψα(x, µi) + σt,αΨα(x, µi) =

σs0,α
2

N
∑

k=1

wk [Ψα(x, µk) + Ψα(x,−µk)] +

+
3

2
µiσs1,α

N
∑

k=1

µkwk [Ψα(x, µk)−Ψα(x,−µk)] +Qα(x, µi) (3.8)
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Dessa forma, o sistema de EDO’s é transformado em um sistema algébrico

− µi

να
Φα(να, µi) + Φα(να, µi) =

σs0,α
2

N
∑

k=1

wk [Φα(να, µk) + Φα(να,−µk)] +

+
3

2
µiσs1,α

N
∑

k=1

µkwk [Φα(να, µk)−Ψα(να,−µk)] (3.11)

e

µi

να
Φα(να,−µi) + Φα(να,−µi) =

σs0,α
2

N
∑

k=1

wk [Φα(να, µk) + Φα(να,−µk)]−

− 3

2
µiσs1,α

N
∑

k=1

µkwk [Φα(να, µk)−Ψα(να,−µk)] , (3.12)

para i, . . . , N e α = 1, ..,M .

Ainda de acordo com a metodologia, define-se as funções auxiliares

Uα(να, µi) = Φα(να, µi) + Φα(να,−µi), (3.13)

Vα(να, µi) = Φα(να, µi)− Φα(να,−µi), (3.14)

afim de que, quando somadas as Eqs. (3.11) e (3.12), obtenha-se

Vα(να, µi) =
να
µi

[σt,αUα(να, µi)− σs0,α

N
∑

k=1

wkUα(να, µk), (3.15)

para i = 1, . . . , N e α = 1, ..,M .

De forma equivalente, subtraindo a Eq. (3.12) da Eq. (3.11), chega-se em

−µi

να
Uα(να, µi) + σt,αVα(να, µi) = 3σs1,αµi

N
∑

k=1

µkwkV (να, µk), (3.16)

para i = 1, . . . , N e α = 1, ..,M .

As Eqs. (3.15) e (3.16) representam duas relações entre Uα(να, µi) e Vα(να, µi) que

serão utilizadas para a construção do problema de autovalores. Sendo assim, isolando
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Vα(να, µi) na Eq. (3.15) e substituindo na Eq. (3.16) obtém-se

1

ν2α
Uα(να, µi) =

σ2
t,α

µ2
i

Uα(να, µi)−

−
N
∑

k=1

wk

[

σt,ασs0,α
µ2
i

+ 3σt,ασs1,α − 3σs0,ασs1,α(
N
∑

j=1

wj)

]

U(να, µk) (3.17)

que, matricialmente também pode ser representada pelo problema de autovalores dado

por

[Dα − Aα]UUUα = λαUUUα, (3.18)

onde

λα =
1

ν2α
, (3.19)

e as matrizes de dimensão N ×N tem a forma

Dα = diag

{

σ2
t,α

µ2
1

, . . . ,
σ2
t,α

µ2
N

}

(3.20)

e

Aα(i, k) = wk

[

σt,ασs0,α
µ2
i

+ 3σt,ασs1,α − 3σs0,ασs1,α(
N
∑

j=1

wj)

]

, (3.21)

para i, j, k = 1, . . . , N e α = 1, ..,M .

Resolvido o problema de autovalores, as constantes de separação são obtidas por

meio da Eq. (3.19) e, com base nas Eqs. (3.13) e (3.14), calcula-se as autofunções

Φα(νj,α, µi) =
1

2
[Uα(νj,α, µi) + Vα(νj,α, µi)] , (3.22)

Φα(νj,α,−µi) =
1

2
[Uα(νj,α, µi)− Vα(νj,α, µi)] , (3.23)

para i, j = 1, . . . , N e α = 1, ..,M .

Importante salientar que, em um problema de autovalores como o descrito pela Eq.

(3.18), as constantes de separação ocorrem aos pares {±νj,α} e todos os valores são reais.
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Além disso, para que a solução homogênea seja constituída por uma base linear-

mente independente de autofunções Φα de dimensão N , configura-se a simetria

Φα(νj,α, µi) = Φα(−νj,α,−µi), (3.24)

Φα(νj,α,−µi) = Φα(−νj,α, µi), (3.25)

para i, j = 1, . . . , N , α = 1, . . . ,M ., de forma que a solução homogênea para o problema

de transporte definido pela Eqs. (3.8) e (3.9) será

Ψh
α(x, µi) =

N
∑

j=1

Aj,αΦα(νj,α, µi)e
(x−xα−1)/νj,α+

+ Aj+N,αΦα(−νj,α, µi)e
−(xα−x)/νj,α , (3.26)

Ψh
α(x,−µi) =

N
∑

j=1

Aj,αΦα(νj,α,−µi)e
(x−xα−1)/νj,α+

+ Aj+N,αΦα(−νj,α,−µi)e
−(xα−x)/νj,α , (3.27)

para i = 1, . . . , N , α = 1, . . . ,M .

3.2 Solução Particular

Como o problema formulado pela Eqs. (3.8) e (3.9) contém um termo não homo-

gêneo de fonte, soluções particulares precisam ser definidas. Para o tipo de fonte que será

utilizada neste trabalho, uma solução particular simples pode ser considerada para cada

camada α e cada direção em termos de constantes. Assim, para i = 1, ...N e α = 1, ...M ,

Ψp
α(x, µi) = Bi,α, (3.28)
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e

Ψp
α(x,−µi) = Ci,α, (3.29)

são construídas de modo que substituindo-as nas Eqs. (3.6) e (3.7), um sistema linear

acoplado N ×N é obtido conforme

[Pα −Rα]OOOα = SSSα, (3.30)

onde

Pα = diag[σt,α, ..., σt,α], (3.31)

Rα =





[σs0,α

2
wk +

3
2
σs1,αµiµkwk] [σs0,α

2
wk − 3

2
σs1,αµiµkwk]

[σs0,α

2
wk − 3

2
σs1,αµiµkwk] [σs0,α

2
wk +

3
2
σs1,αµiµkwk]



 , (3.32)

OOOα =





[Bi,α]

[Ci,α]



 , (3.33)

e

SSSα =





[Qα(x, µi)]

[Qα(x,−µi)]



 , (3.34)

para i, k = 1, .., N e α = 1, ..,M.

Uma vez resolvido este sistema linear e obtidas as soluções particulares, as soluções

gerais podem ser expressas por

Ψα(x,±µi) = Ψh
α(x,±µi) + Ψp

α(x,±µi) (3.35)

para i = 1, .., N e α = 1, ..,M.



42

3.3 Sistema de acoplamento

Para estabelecer a solução geral do problema descrito pela Eqs. (3.8) e (3.9) de

forma completa, as expressões para os fluxos angulares são submetidas às condições de

contorno. Para a classe de problemas estudados aqui, escolheu-se condições de contorno

do tipo

Ψ1(x0, µi) = F, (3.36)

ΨM(xM ,−µi) = G, (3.37)

para i = 1, ..., N , onde F e G correspondem respectivamente as condições à esquerda e à

direita do domínio.

Importante observar que os fluxos angulares são conhecidos apenas nas direções

incidentes ao dominio, e não há qualquer informação quanto aos fluxos angulares emer-

gentes.

Nos casos onde são impostas condições de contorno reflexivas para os fluxos inci-

dentes nas extremidades do domínio, essas condições de espelhamento são dadas por

Ψ1(x0, µi) = Ψ1(x0,−µi), (3.38)

ΨM(xM ,−µi) = ΨM(xM , µi), (3.39)

para i = 1, ..., N .

Ainda, para assegurar a uniformidade dos fluxos entre regiões vizinhas, a condição

de interface é dada por

Ψα(xα,±µi) = Ψα+1(xα,±µi) (3.40)

para i = 1, ..., N e para α = 1, ...,M − 1.

Essas equações levam a um sistema 2MN × 2MN cuja solução prove os valores

para todos os coeficientes Aj,α e, consequentemente, torna a Eq. (3.35) completamente
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estabelecida. Desta maneira quantidades de grande importância podem enfim ser compu-

tadas.

3.4 Grandezas de interesse

O fluxo escalar para cada camada α pode ser definido por

φα(x) =
1

2

∫ 1

−1

[Ψα(x, µ) + Ψα(x,−µ)]dµ, (3.41)

como sendo a média do fluxo angular em termos da variável direcional.

Assim, após a aproximação do termo integral por uma quadratura numérica, tem-se

que o fluxo escalar pode ser dado por

φα(x) =
1

2

N
∑

k=1

wk[Ψα(x, µk) + Ψα(x,−µk)]. (3.42)

O coeficiente de albedo, definido como a taxa entre o fluxo incidente na superfície

em x = 0, pelo fluxo refletido nessa posição, tanto em domínios finitos como semi-

infinitos é matematicamente expresso como

A∗ =

∫ 1

−1
µψ(0,−µ)dµ

∫ 1

−1
µψ(0, µ)dµ

. (3.43)

Contudo, sabe-se que
∫ 1

−1
µψ(0,−µ)dµ

∫ 1

−1
µψ(0, µ)dµ

=
✁2
∫ 1

0
µψ(0,−µ)dµ

✁2
∫ 1

0
µψ(0, µ)dµ

, (3.44)

e pode-se aplicar a condição de contorno Eq. (3.36), que define ψ(0, µ) = F , obtendo-se

A∗ =

∫ 1

0
µψ(0,−µ)dµ
∫ 1

0
µFdµ

. (3.45)

Resolvendo a integral no denominador, tem-se

A∗ =

∫ 1

0
µψ(0,−µ)dµ
F/2

. (3.46)



44

Com base no trabalho de Barichello (1992), o termo integral pode ser aproximado

por uma quadratura numérica, de modo que se obtém a equação utilizada neste trabalho

para o cálculo do albedo

A∗ =
2

F

N
∑

k=1

µkwkΨ(0,−µk). (3.47)

Segundo Damaso and Cabral (2000), o coeficiente de transmissão, ou transmitância,

é definido como a fração da corrente de radiação incidente que é transmitida através do

meio, atingindo ao extremo do domínio, e pode ser expresso matematicamente como

B∗ =

∫ 1

−1
µψ(xM , µ)dµ

∫ 1

−1
µψ(0, µ)dµ

. (3.48)

No entanto, é possível considerar que
∫ 1

−1
µψ(xM , µ)dµ

∫ 1

−1
µψ(0, µ)dµ

=
✁2
∫ 1

0
µψ(xM , µ)dµ

✁2
∫ 1

0
µψ(0, µ)dµ

, (3.49)

e através da condição de contorno ψ(0, µ) = F , obtém-se

B∗ =

∫ 1

0
µψ(xM , µ)dµ
∫ 1

0
µFdµ

, (3.50)

B∗ =

∫ 1

0
µψ(xM , µ)dµ

F/2
. (3.51)

Aproximando-se o termo integral por uma quadratura numérica, obtém-se então

B∗ =
2

F

N
∑

k=1

µkwkΨ(xM , µk), (3.52)

correspondendo a equação para o fator de transmissão utilizada neste trabalho.

Segundo Duderstadt and Hamilton (1976) e Stacey (2001), o fator de desvantagem,

definido como a razão do fluxo no moderador pelo fluxo no combustível, e representa

a desvantagem do núcleo com relação ao moderador na absorção de nêutrons. Em um

problema com dois meios pode ser dado por

ζ =
φ2(x)

φ1(x)
(3.53)
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onde φ1(x) representa o fluxo escalar médio na região do combustível e φ2(x) representa

o fluxo escalar médio na região do moderador.

Conforme Maiorino and Siewert (1980), essa equação pode ser reescrita como

ζ =
a
∫ b

a
φ2(x)dx

(b− a)
∫ a

0
φ1(x)dx

. (3.54)

Assim, a Eq. (3.54), pode ser expressa em função do fluxo angular, de acordo com

o método ADO, como

ζ =
a

(b− a)

∫ b

a

∑N
k=1wk[Ψ2(x, µk) + Ψ2(x,−µk)]dx

∫ a

0

∑N
k=1wk[Ψ1(x, µk) + Ψ1(x,−µk)]dx

(3.55)

para k = 1, ..., N .
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4 PROBLEMAS E RESULTADOS

Este capítulo é dedicado à apresentação e discussão dos resultados obtidos neste

trabalho. Para tanto, foram estruturadas seis seções, cada uma dedicada à um dos tipos de

problemas estudados, com ordem crescente de complexidade.

A primeira seção, portanto, é destinada aos problemas mais simples, onde se cal-

cula os perfis do fluxo escalar em problemas isotrópicos, em meio homogêneo sem fonte

interna. Na segunda seção se realiza o cálculo do coeficiente de albedo e a taxa de transfe-

rência, considerando-se, ainda, apenas espalhamento isotrópico em um meio homogêneo.

Na terceira seção, considera-se os efeitos do espalhamento anisotrópico. Na quarta se-

ção, o domínio é divido em camadas homogêneas, estudando-se, assim, problemas com

espalhamento isotrópico e anisotrópico em meio heterogêneos sem fonte interna. Na

quinta seção são acrescentados os efeitos de uma fonte interna constante, permitindo,

deste modo, a simulação de problemas da blindagem radioativa. A última seção destina-

se ao cálculo do fator de desvantagem térmica, uma grandeza fundamental na análise de

reatores nucleares.

4.1 Problemas isotrópicos em meio homogêneo sem fonte interna

Esta seção aborda problemas isotrópicos unidimensionais, sem fonte interna, em

meios homogêneos e regime permanente. O enfoque é dado à análise da influência dos

principais parâmetros do transporte de nêutrons, em especial à seção de choque de espa-

lhamento isotrópico σs0. Estuda-se, também, a influência do comprimento do domínio e a

concordância dos resultados mediante à alteração da quantidade de termos da quadratura

numérica.

Uma pequena introdução à respeito da propriedade de isotropia é oferecida no prin-

cipio. Depois, os problemas estudados são descritos, e, por fim, os resultados são apre-
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sentados conjuntamente com uma discussão sobre seus aspectos mais significativos e in-

teressantes.

4.1.1 Introdução sobre o conceito de isotropia

Do grego iso (igual) e tropo (caminho), isotropia é a característica dos sistemas em

que as propriedades não variam em função do direcionamento. Seu conceito é fundamen-

tal para a compreensão de muitos aspectos da natureza.

A teoria do Big Bang pressupôs que o espaço é isotrópico, tanto como homogêneo;

mais tarde, a teoria da inflação cósmica explicaria esses fenômenos. Contudo, somente

quando tornou-se possível contemplar escalas superiores à trezentos milhões de anos-

luz, conhecidas em cosmologia como "fim da grandeza", a isotropia do cosmos pode ser

verificada (Liddle, 2003; Roos, 2003).

Nas escalas das menores dimensões também averigua-se comportamentos isotró-

picos. Na teoria cinética dos gases, por exemplo, o comportamento das moléculas é

considerado isotrópico, uma vez que essas se movem em direções aleatórias, com igual

probabilidade para cada uma dessas. (Jakobsen, 2014).

Devido à onipresença na natureza, a propriedade de isotropia possui bastante rele-

vância à engenharia. Em eletromagnetismo, um meio eletricamente isotrópico é aquele

em que as propriedades dielétricas não são dependentes da direção do campo aplicado, e

condutores metálicos, que estão de acordo com a lei de Ohmn, são considerados isotró-

picos (Hayt and Buck, 2013). Em dinâmica dos fluidos, na modelagem da turbulência, a

isotropia do escoamento em pequenas escalas, inferiores à profundidade, é muito impor-

tante (Souza et al., 2011). Em termodinâmica, a análise de sistemas isotrópicos também

tem relevância (Merk, 1959). Na ciência dos materiais, a isotropia implica em um com-

portamento mais previsível e em maior moldabilidade, e entre os materiais que possuem

propriedades idênticas em todas direções, se incluem os metais e o vidro (Callister, 2007).





49

Tabela 4.1: Problemas-teste 1 até 10.

Problema σt σs0 F G XM N M

1

1

0.97 2.00 2.00 50.00 Variável

1

2 Variável 1 0 5 8

3 Variável 1 1 5 8

4a Variável 1 1 5 8

4b 0.8 10 -0.1 5 8

5 0.5 1 0 5 Variável

6 0.5 1 1 5 Variável

7 0.5 1 -1 5 Variável

8 0.5 1 0 Variável 8

9 0.5 1 1 Variável 8

10 0.5 1 -1 Variável 8

Os valores desta seção foram obtidos para os perfis do fluxo escalar de nêutrons.

4.1.3 Discussão dos resultados: problemas isotrópicos em meio homogêneo sem
fonte interna

Esta seção foi subdivida em 4 partes: comparação com a literatura; análise da se-

ção de choque isotrópica; análise da influência da quantidade de termos na quadratura

numérica; e análise da influência do comprimento do domínio.

4.1.3.1 Comparação com a literatura: problemas isotrópicos.

Os dados para o Problema 1 são apresentados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Dados do Problema 1.

Problema σt σs0 F G XM N M

1 1.00 0.97 2.00 2.00 50.00 Variável 1
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Os resultados para este problema em comparação com os obtidos no trabalho de

Nunes and Barros (2009), são apresentados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Problema 1: Comparação entre diferentes métodos usando o esquema S8 de quadratura.

x 0.00 25.00 50.00

DD (Nunes and Barros, 2009) 1.704731 0.001956 1.704731

Degrau (Nunes and Barros, 2009) 1.703435 0.002012 1.703435

Degrau Característico (Nunes and Barros, 2009) 1.704683 0.001958 1.704683

ADO 1.704731 0.001954 1.704731

O Problema 1 foi resolvido por Nunes and Barros (2009) com três métodos numé-

ricos: Método de diferença diamante (DD), método Degrau e método Degrau Caracterís-

tico. Todos esses métodos trabalham com a subdivisão do domínio em células, onde são

estabelecidos os fluxos angulares médios. As relações entre células vizinhas são feitas, e

então processos iterativos são aplicados para a realização dos cálculos.

Em contrapartida, o método ADO, conforme aplicado neste trabalho, não se utiliza

de métodos iterativos ou processo de interpolação, e, em meios homogêneos, não realiza

a subdivisão do domínio em células. Além disso, as expressões das soluções são analí-

ticas em termos da variável espacial, o que simplifica o processo de obtenção dos fluxos

escalares em qualquer posição de interesse.

Em decorrência desses fatores, os resultados para o método ADO estão mais pró-

ximos daqueles obtidos pelo método método DD (com quase cinco dígitos significativos

de concordância, como pode ser observado na Tabela 4.3), que se caracteriza como um

método de malha fina.

Os resultados da análise de precisão dos resultados obtidos para o método ADO,

mediante o aumento da quantidade de termos utilizados na quadratura numérica (N ), são

apresentada na Tabela 4.4.
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Tabela 4.4: Problema 1: Análise de precisão do fluxo escalar computados pelo método ADO utilizado

neste trabalho.

x S2 S4 S6 S8

0.00 1.704731 1.704731 1.704731 1.704731

5.00 0.366976 0.366806 0.366807 0.366807

10.00 0.083274 0.083341 0.083341 0.083341

15.00 0.018941 0.018983 0.018983 0.018983

20.00 0.004507 0.004523 0.004523 0.004523

25.00 0.001945 0.001954 0.001954 0.001954

30.00 0.004507 0.004523 0.004523 0.004523

35.00 0.018941 0.018983 0.018983 0.018983

40.00 0.083274 0.083341 0.083341 0.083341

45.00 0.366976 0.366806 0.366807 0.366807

50.00 1.704731 1.704731 1.704731 1.704731

A análise de precisão revela três à cinco dígitos significativos de concordância en-

tre as soluções para este caso. Observa-se que a simetria dos resultados concorda com

os parâmetros propostos, e, consequentemente com o fenômeno físico estudado. Essas

análises permitem concluir que a formulação e o código computacionais utilizados neste

trabalho são eficazes e capazes de fornecer resultados precisos, conforme atesta-se por

essa validação com os métodos estudados por Nunes and Barros (2009).

4.1.3.2 Análise da influência da seção de choque de espalhamento isotrópica:

problemas isotrópicos

Os problemas apresentados na Tabela 4.5 foram construídos para possibilitar uma

análise do impacto da seção de choque de espalhamento isotrópica no comportamento dos

perfis do fluxo escalar.
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Tabela 4.5: Dados dos Problemas 2, 3, 4a e 4b.

Problema σt σs0 σs1 F G XM N M

2 1 Variável 0.00 1 0 5 8 1

3 1 Variável 0.00 1 1 5 8 1

4a 1 Variável 0.00 1 -1 5 8 1

4b 1 0.8 0.00 10 -0.1 5 8 1

Os resultados do Problema 2 são vistos na Tabela 4.6 e a Figura 4.2 representa

graficamente estes resultados para o fluxo escalar de nêutrons.

Tabela 4.6: Resultados do Problema 2: análise do espalhamento isotrópico.

x σs0 = 0.1 σs0 = 0.3 σs0 = 0.5 σs0 = 0.8 σs0 = 0.99

0.00 0.51317 0.54447 0.58579 0.69091 0.88448

0.50 0.17716 0.21260 0.26453 0.41991 0.76684

1.00 0.82961(-1) 0.10673 0.14515 0.28227 0.67379

1.50 0.41767(-1) 0.56767(-1) 0.83118(-1) 0.19333 0.58844

2.00 0.21848(-1) 0.31111(-1) 0.48616(-1) 0.13341 0.50833

2.50 0.11708(-1) 0.17370(-1) 0.28796(-1) 0.92289(-1) 0.43232

3.00 0.63814(-2) 0.98211(-2) 0.17191(-1) 0.63723(-1) 0.35960

3.50 0.35219(-2) 0.56012(-2) 0.10303(-1) 0.43639(-1) 0.28944

4.00 0.19615(-2) 0.32081(-2) 0.61593(-2) 0.29255(-1) 0.22098

4.50 0.10975(-2) 0.18267(-2) 0.36083(-2) 0.18541(-1) 0.15269

5.00 0.60298(-3) 0.96607(-3) 0.18431(-2) 0.91293(-2) 0.74681(-1)
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mento e as seções de choque de absorção (no caso estudado, de acordo com a expressão:

σt = σs0 − σa). Com efeito, quanto maior é a seção de choque de espalhamento, menor

é a seção de choque de absorção, o que significa que menos nêutrons serão absorvidos ao

longo do domínio do problema. Mantendo-se à analogia com a termodinâmica, essa pro-

priedade poderia ser comparada com o coeficiente de difusividade térmica. Conclui-se,

portanto, que a seção de choque de espalhamento isotrópica caracteriza a facilidade com

que os nêutrons conseguem atravessar ao domínio.

Os resultados para o Problema 3 podem ser visualizados na Tabela 4.7, e dos resul-

tados presentes nesta tabela, foi gerada a Figura 4.3.

Tabela 4.7: Resultados do Problema 3: análise do espalhamento isotrópico.

x σs0 = 0.1 σs0 = 0.3 σs0 = 0.5 σs0 = 0.8 σs0 = 0.99

0.00 0.51377 0.54543 0.58763 0.70004 0.95916

0.50 0.17826 0.21443 0.26814 0.43845 0.91953

1.00 0.84923(-1) 0.10993 0.15131 0.31152 0.89478

1.50 0.45289(-1) 0.62368(-1) 0.93421(-1) 0.23697 0.87788

2.00 0.28229(-1) 0.40932(-1) 0.65807(-1) 0.19714 0.86793

2.50 0.23416(-1) 0.34739(-1) 0.57593(-1) 0.18458 0.86464

3.00 0.28229(-1) 0.40932(-1) 0.65807(-1) 0.19714 0.86793

3.50 0.45289(-1) 0.62368(-1) 0.93421(-1) 0.23697 0.87788

4.00 0.84923(-1) 0.10993 0.15131 31152 0.89478

4.50 0.17826 0.21443 0.26814 0.43845 0.91953

5.00 0.51377 0.54543 0.58763 0.70004 0.95916
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Observa-se a Figura 4.3 que o perfil correspondente aos resultados para um fator

de espalhamento isotrópico σs0 = 0.99 afasta-se dos demais. Percebe-se que a distância

entre os perfis cresce conforme os valores do fator de isotropia aumentam. Isto indica que

a influência do coeficiente de isotropia torna-se cada vez maior com a magnitude dessa

propriedade. Para verificar essa hipótese, criou-se a Tabela 4.8, onde a variação dos perfis

do fluxo escalar em relação à variação do fator de isotropia está dada em porcentagem; e

a Tabela 4.9, onde as variações são dadas em valores absolutos.

Tabela 4.8: Problema 3 - Crescimento em porcentagem dos perfis de fluxo escalar conforme a variação de

σs0.

x

Variação de σs0

de 0.1 para 0.3 de 0.3 para 0.5 de 0.5 para 0.8 de 0.8 para 0.99

(aumento de 66.66%) (aumento de 40.00%) (aumento de 37.50%) (aumento de 19.19%)

0.00 6.16 7.74 19.13 37.02

0.50 20.29 25.05 63.52 109.72

1.00 29.45 37.64 105.88 187.23

1.50 37.71 49.79 153.66 270.46

2.00 45.00 60.77 199.57 340.27

2.50 48.36 65.79 220.49 368.44

3.00 45.00 60.77 199.57 340.27

3.50 37.71 49.79 153.66 270.46

4.00 29.45 37.64 105.88 187.23

4.50 20.29 25.05 63.52 109.72

5.00 6.16 7.74 19.13 37.02
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Tabela 4.9: Problema 3 - Crescimento absoluto entre perfis do fluxo escalar conforme a variação de σs0.

x

Variação de σs0

de 0.1 para 0.3 de 0.3 para 0.5 de 0.5 para 0.8 de 0.8 para 0.99

(aumento de 0.2) (aumento de 0.2) (aumento de 0.3) (aumento de 0.19)

0.00 0.03 0.04 0.11 0.26

0.50 0.04 0.05 0.17 0.48

1.00 0.03 0.04 0.16 0.58

1.50 0.02 0.03 0.14 0.64

2.00 0.01 0.02 0.13 0.67

2.50 0.01 0.02 0.13 0.68

3.00 0.01 0.02 0.13 0.67

3.50 0.02 0.03 0.14 0.64

4.00 0.03 0.04 0.16 0.58

4.50 0.04 0.05 0.17 0.48

5.00 0.03 0.04 0.11 0.26

Observa-se nas Tabelas 4.8 e 4.9 que o crescimento do fluxo escalar torna-se cada

vez mais intenso do que o crescimento do fator de isotropia. Essa relação é tão acentuada

que, ainda que a diferença na variação do coeficiente de isotropia diminua, o crescimento

do fluxo escalar aumenta. Dessa maneira, conclui-se que o impacto do fator de isotropia

cresce cada vez mais conforme o valor dessa propriedade aumenta. Portanto, quando o

fator de isotropia é alto, pequenas variações em sua magnitude são capazes de causar

grandes alterações no fluxo escalar de nêutrons. Por outro lado, se o fator de isotropia for

muito pequeno, variações em sua magnitude podem não afetar significativamente o fluxo

escalar de nêutrons.

Os resultados para o Problema 4a estão contidos na Tabela 4.10 e a Figura 4.4 foi

construída à partir desses resultados.
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sível na realidade física, pois o fluxo escalar representa uma média em todas as direções

da quantidade de nêutrons em dada posição. Isto ocorre devido as condições de contorno

estipuladas (F = 1, G = −1); há uma fonte externa unitária de nêutrons em (x = 0) e

uma fonte externa unitária negativa de nêutrons em x = 5.

Ambas fontes externas tem intensidade igual em módulo; com efeito, o fluxo escalar

é zerado no centro do domínio, tornando-se negativo à partir deste ponto, e uma forma de

simetria pode ser observada na Figura 4.4.

Para examinar se o comportamento do perfil do fluxo escalar de nêutrons se mante-

ria com a variação da magnitude das condições de contorno, foram construídas a Tabela

4.11 e a Figura 4.5.

Tabela 4.11: Resultados do Problema 4b.

x σs0 = 0.8

0.00 6.90817

0.50 4.19728

1.00 2.81973

1.50 1.92894

2.00 1.32776

2.50 0.913664

3.00 0.623887

3.50 0.417062

4.00 0.264328

4.50 0.143418

5.00 0.222022(-1)
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Figura 4.5: Resultados do Problema 4b.

Observa-se que quando a fonte positiva é suficientemente superior à fonte negativa,

os perfis do fluxo escalar apresentam apenas valores positivos. Esta situação foi verificada

com as seguintes condições de contorno F = 10 e G = −0.1. Neste caso, os perfis do

fluxo escalar apresentaram comportamento semelhante ao do Problema 2, onde ambas as

fontes externas são positivas.

Além disso, pode-se verificar que, nos Problemas 4a e 4b, a validade das conclusões

à respeito da influência do fator de isotropia se mantém.

4.1.3.3 Análise da influência da quantidade de termos na quadratura numérica:

problemas isotrópicos

Os dados para os Problemas 5, 6 e 7 são dados na Tabela 4.12.

Tabela 4.12: Dados dos Problemas 5, 6 e 7.

Problema σt σs0 σs1 F G XM N M

5 1 0.5 0.00 1 0 5 Variável 1

6 1 0.5 0.00 1 1 5 Variável 1

7 1 0.5 0.00 1 -1 5 Variável 1
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Nas Tabelas 4.13 à 4.15 e nas Figuras 4.6 à 4.8 pode-se observar uma tendencia

de concordância dos resultados conforme cresce o valor de N . Isto é coerente, porque

esse parâmetro corresponde à quantidade de termos utilizados na quadratura numérica, de

modo que seu aumento implica em uma melhor representação do termo integral. Deve-

se observar que os termos da quadratura, por sua vez, representam as direções discretas

do problema de transporte. Pode-se também observar que a concordância dos resultados

é maior nos extremos do domínio e nos pontos com menor amplitude do fluxo escalar.

Nota-se que nos Problemas 6 e 7, os pontos no centro do domínio, onde o fluxo escalar é

próximo de zero, apresentam grande concordância de resultados. Pode-se concluir que a

magnitude do fluxo escalar de nêutrons dificulta a concordância.

4.1.3.4 Análise da influência do comprimento do domínio: problemas isotrópicos.

Os parâmetros utilizados nos Problemas 8, 9 e 10 estão contidos na Tabela 4.16.

Tabela 4.16: Dados dos Problemas 8, 9 e 10 .

Problema σt σs0 σs1 F G XM N M

8 1 0.5 0.00 1 0 Variável 8 1

9 1 0.5 0.00 1 1 Variável 8 1

10 1 0.5 0.00 1 -1 Variável 8 1

As Figuras 4.9 à 4.11 apresentam os resultados obtidos para os Problemas 8, 9 e

10, respectivamente. Nas Figuras 4.9 à 4.11, utilizou-se a taxa de aspecto, que representa

a porcentagem do domínio estudado, para analisar a dependência do fluxo escalar em

relação tamanho do domínio para cada um dos problemas-teste.
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O comportamento obtido está de acordo com o esperado. Nota-se que o fluxo es-

calar atinge valores baixos em porcentagens menores dos domínios maiores. Este fato é

razoável, porque o decaimento do fluxo escalar está relacionado com a distância que os

nêutrons percorrem. Quanto maior o caminho percorrido pelos nêutrons, mais desses são

dispersos no trajeto.

Quanto ao tempo de processamento, verificou-se que as simulações consumiram

frações de segundo em um computador com processador Intel I5 com 8GB de RAM.

4.2 Problemas de cálculos do coeficiente de albedo e da taxa de

transmissão

Segundo Selph (Selph, 1968), o albedo, ou coeficiente de reflexão, é tradicional-

mente caracterizado como a relação que existe entre a corrente de radiação refletida em

uma superfície e a corrente incidente sobre esta superfície.

O termo provêm da palavra latina para branco: albus. O coeficiente de Albedo

corresponde à um valor adimensional, expresso como porcentagem, e atinge seu valor

máximo em reflexões perfeitas que ocorrem em superficies brancas, onde toda a radiação

incidente é refletida. Em superfícies perfeitamente negras, em que nenhuma reflexão

ocorre, tem seu valor mínimo.

O estudo desta quantidade é muito útil devido à sua aplicabilidade nas mais diversas

áreas: em ecologia, esse estudo é importante graças aos efeitos da variação do albedo so-

bre diversos biomas, como a floresta amazônica (Oliveira et al., 2013); em climatologia,

é relevante devido ao impacto que essa grandeza exerce nos diversos sistemas terrestres,

como os oceanos (Smith et al., 2006); em astronomia, o estudo do albedo desempenha

um importante papel quanto à determinação de parâmetros básicos dos corpos celestes

(Mallama, 2007); em agronomia, o estudo dessa grandeza é de grande importância para

o desenvolvimento de plantações (Beckmann et al., 2006); no projeto de cidades, espe-
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cialmente quanto à pavimentação das vias, é relevante em consideração aos efeitos da

intensidade solar sobre a saúde (Sen, 2015; Wang and Kaloush, 2015); em engenharia,

uma das aplicações mais comuns do estudo dessa grandeza está no âmbito da geração de

energia solar (Barron-Gafford et al., 2016).

Por fim, na física de reatores o estudo do albedo também possui muita relevância,

visto, sobretudo, sua aplicabilidade na área de blindagem, uma vez que é a partir desta

grandeza que se consegue estimar a fração de radiação nuclear incidente em um material

e a fração que é refletida para fora do mesmo (Selph, 1968).

O fator de transmissão, em contrapartida, representa a razão entre o fluxo incidente

em uma superfície pelo fluxo em uma extremidade oposta, na mesma direção. Existem

diversas situações em que o cálculo dessa grandeza se faz necessário, como em certos

tipos de tomografias (Hernández and Cruzate, 1996), e em alguns cenários no campo de

geofísica nuclear (Schulz, 2014).

4.2.1 Formulação matemática e descrição dos problemas de cálculos do coeficiente
de albedo e da taxa de transmissão

Nesta seção foram solucionados problemas de transporte unidimensionais, em meios

homogêneos e não-multiplicativos, considerando-se dois tipos diferentes de domínio:

meios semi-infinitos e finitos. Os parâmetros dos problemas resolvidos podem ser vis-

tos na Tabela 4.17.

Tabela 4.17: Parâmetros dos problemas-teste 11 e 12.

Problema σt,α σs0 σs1,α F G [X0, XM ] N M

11 1.00 Variável 0.00 1.00 0.00 [0.00,∞) Variável 1

12 1.00 Variável 0.00 1.00 0.00 [0.00, 5.00] 50 1
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Para domínios semi-infinitos, segundo Vilhena and Barichello (1991), a formulação

matemática dos problemas em questão se dá conforme o equacionamento apresentado à

seguir

As seguintes condições de contorno são aplicadas

Ψ(0, µ) = F, (4.1)

lim
x→+∞

Ψ(x,±µ) = 0. (4.2)

Primeiramente, observa-se que por não haver fonte interna, tem-se que

Ψp(x,±µ) = 0, (4.3)

fazendo com que a solução geral seja dada por

Ψ(x,±µ) = Ψh(x,±µ). (4.4)

Para a determinação dos coeficientes Aj necessários para a obtenção da solução

homogênea através do método ADO, deve-se aplicar as condições de albedo definidas

pelas equações (4.1) e (4.2), nas expressões (3.26) e (3.27). Dessa forma, as seguintes

operações são realizadas

0 = lim
x→+∞

Ψ(x, µi) (4.5)

= lim
x→+∞

N
∑

j=1

AjΦ(νj, µi)e
−x/νj + Aj+NΦ(−νj, µi)e

x/νj (4.6)

=
N
∑

j=1

AjΦ(νj, µi) lim
x→+∞

✘✘✘✘✿0
e−x/νj + Aj+NΦ(−νj, µi) lim

x→+∞
✟✟✟✯+∞
ex/νj , (4.7)
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e, analogamente

0 = lim
x→+∞

Ψ(x,−µi) (4.8)

= lim
x→+∞

N
∑

j=1

AjΦ(νj,−µi)e
−x/νj + Aj+NΦ(−νj,−µi)e

x/νj (4.9)

=
N
∑

j=1

AjΦ(νj,−µi) lim
x→+∞

✘✘✘✘✿0
e−x/νj + Aj+NΦ(−νj,−µi) lim

x→+∞
✟✟✟✯+∞
ex/νj . (4.10)

Portanto, considerando-se que os fluxos angulares Φ(−νj,±µi) não serão nulos,

pode-se concluir que estas expressões só serão verdadeiras se

Aj+N = 0. (4.11)

À partir da primeira condição de contorno, Eq. (4.1), obtêm-se o seguinte sistema

N
∑

j=1

AjΦ(νj, µi) = F, (4.12)

que pode ser expresso matricialmente por

[

Φ(νj, µi)
]

×
[

Aj

]

=
[

F
]

, (4.13)

para i, j = 1, . . . , N , cuja solução pode ser obtida facilmente.

Deste modo, os valores dos coeficientes Aj podem ser obtidos e a solução para pro-

blemas em domínio semi-infinitos está completamente estabelecida. Consequentemente,

os fluxos angulares de nêutrons podem ser obtidos conforme as expressões

Ψ(x, µi) =
N
∑

j=1

AjΦ(νj, µi)e
−x/νj , (4.14)

Ψ(x,−µi) =
N
∑

j=1

AjΦ(νj,−µi)e
−x/νj . (4.15)

Para os problemas com domínio finitos, (Problema 12), as condições de contorno

são definidas por
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Ψ(0, µ) = F, (4.16)

Ψ(x,−µ) = G. (4.17)

Para esse tipo de domínio (finito), a formulação matemática já apresentada no capí-

tulo 3 é suficiente para definir os fluxos angulares.

Com base no trabalho de Barichello (1992), o coeficiente de albedo, definido como

a taxa entre o fluxo incidente na superfície em x = 0, pelo fluxo refletido nessa posição,

tanto em domínios finitos como semi-infinitos, pode ser matematicamente expresso em

ordenadas discretas de acordo com a Eq. (4.18), definida no capítulo 3 como

A∗ =
2
∑N

k=1 µkwkΨ(0,−µk)

F
, (4.18)

Deste modo, de acordo com os parâmetros propostos para os problemas solucio-

nados nesta seção (F = 1), a expressão utilizada neste trabalho para determinação dos

coeficientes de albedo pode ser finalmente apresentada como

A∗ = 2
N
∑

k=1

µkwkΨ(0,−µk) (4.19)

O fator de transmissão, que é definido como a razão entre o fluxo incidente em uma

extremidade (x = 0) pelo fluxo que é transmitido através do domínio, atingindo ao outro

extremo (x = xM ), pode ser expresso em ordenadas discretas pela Eq. (4.20), dada no

capítulo 3 como

B∗ =
2
∑N

k=1 µkwkΨ(xM , µk)

F
, (4.20)

Assim, considerando-se que para os problemas solucionados nesta seção F = 1,

têm-se que

B∗ = 2
N
∑

k=1

µkwkΨ(xM , µk) (4.21)

para k = 1, ...N .
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4.2.2 Discussão dos resultados dos problemas de cálculos do coeficiente de albedo
e da taxa de transmissão

Os resultados obtidos para o coeficiente de albedo sob diferentes coeficientes de

espalhamento são apresentados na Tabela 4.18, e comparados com aqueles fornecidos por

Barichello (1992) para o método LTSN e a solução exata.

Tabela 4.18: Problema 11: comparação numérica para o coeficiente de albedo obtido pelos métodos ADO

e LTSN com a solução exata.

(Barichello, 1992) (Este trabalho)

σs0 Exata LTS2 LTS4 LTS8 ADO2 ADO4 ADO8

0.1 0.02170 0.02633 0.02481 0.02267 0.22061(-1) 0.21707(-1) 0.21698(-1)

0.2 0.04626 0.05573 0.05266 0.04825 0.46960(-1) 0.46282(-1) 0.46265(-1)

0.3 0.07445 0.08893 0.08431 0.07747 0.75438(-1) 0.74474(-1) 0.74452(-1)

0.4 0.1073 0.1270 0.1209 0.1114 0.10856 0.10736 0.10734

0.5 0.1465 0.1715 0.1640 0.1518 0.14794 0.14657 0.14654

0.6 0.1947 0.2251 0.2163 0.2011 0.19619 0.19474 0.19472

0.7 0.2566 0.2922 0.2827 0.2641 0.25799 0.25658 0.25656

0.8 0.3419 0.3820 0.3729 0.3508 0.34309 0.34188 0.34187

0.9 0.4780 0.5195 0.5144 0.4882 0.47879 0.47803 0.47802

Observa-se nos resultados da Tabela 4.18 que os valores obtidos para o albedo se-

gundo a formulação utilizada neste trabalho coincidem com aqueles obtidos por meio do

método LTSN e, assim como esses, se aproximam dos valores obtidos pela formulação

Exata, conforme o valor deN aumenta. O que indica, portanto, que o método ADO traba-

lhado aqui (formulação e código computacional) está fornecendo resultados consistentes

com o problema proposto.

Quanto ao comportamento físico, deve-se salientar que o aumento de σs0 leva à

maiores coeficientes de albedo, significando que uma maior porcentagem da radiação

incidente é refletida.

Este comportamento é coerente com a física do problema, porque conforme maior

é a seção de choque de espalhamento isotrópico, maior é o fluxo escalar porque menos
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nêutrons são dissipados pela superfície. Desta forma, uma porcentagem maior do fluxo

de nêutrons é refletida.

Os resultados o Problema 12 dados na Tabela 4.19 foram obtidos pelo método ADO

de acordo com a formulação de Schulz (2014) para o coeficiente de albedo. Já os resulta-

dos obtidos neste trabalho são fornecidos na Tabela 4.20.

Tabela 4.19: Problema 12: Resultados para o coeficiente de albedo através método ADO pela formulação

de Schulz (2014).

σs0 = 0.20 σs0 = 0.50 σs0 = 0.80 σs0 = 0.99

0.04 0.00685248 - - -

0.05 - 0.0214311 - -

0.07 - - 0.0477637 -

0.10 0.0146016 0.0384327 0.0649256 0.0832930

0.33 0.0312185 - - -

0.37 - 0.0932575 - -

0.45 - - 0.193806 -

0.49 - - - 0.266835

0.50 0.0371530 0.107676 0.205616 0.290663

1.00 0.0439345 0.134165 0.280152 0.435962

2.00 0.0460724 0.145085 0.327950 0.588000

5.00 0.0462647 0.146541 0.341680 0.737507
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Tabela 4.20: Problema 12: Resultados para o coeficiente de albedo através do método ADO pela formula-

ção deste trabalho.

σs0 = 0.20 σs0 = 0.50 σs0 = 0.80 σs0 = 0.99

0.04 0.68525(-2) 0.17576(-1) 0.28871(-1) 0.36342(-1)

0.05 0.83150(-2) 0.21431(-1) 0.35386(-1) 0.44695(-1)

0.07 0.11017(-1) 0.28651(-1) 0.47764(-1) 0.60721(-1)

0.10 0.14602(-1) 0.38433(-1) 0.64926(-1) 0.83293(-1)

0.33 0.31219(-1) 0.87683(-1) 0.16025 0.21810

0.37 0.32929(-1) 0.93258(-1) 0.17235 0.23674

0.45 0.35735(-1) 0.10272 0.19381 0.27102

0.49 0.36887(-1) 0.10674 0.20334 0.28683

0.50 0.37153(-1) 0.10768 0.20562 0.29066

1.00 0.43934(-1) 0.13417 0.28015 0.43596

2.00 0.46072(-1) 0.14509 0.32795 0.58800

5.00 0.46265(-1) 0.14654 0.34168 0.73751

Nas Tabelas 4.19 e 4.20, pode ser observada uma concordância, entre os resulta-

dos de Schulz (2014) e os obtidos neste trabalho, que varia entre dois a quatro dígitos

significativos, dependendo do comprimento do domínio e do coeficiente de espalhamento

isotrópico.

A Figura 4.12 ilustra os resultados obtidos com a formulação desenvolvida neste

trabalho para o coeficiente de albedo.
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Figura 4.12: Resultados do Problema 12: comportamento do coeficiente de albedo.

Por meio da Figura 4.12 pode-se observar o comportamento do coeficiente de al-

bedo em relação ao tamanho do domínio [0, 00, XM ] e o coeficiente de espalhamento

isotrópico.

A análise da Figura 4.12 confirma a conclusão de que o coeficiente de albedo cresce

proporcionalmente ao acréscimo no coeficiente de espalhamento isotrópico.

Com relação à influência do comprimento do domínio, se observa os seguintes com-

portamentos: (i) o valor do coeficiente de albedo é maior em domínios maiores, (ii) para

um mesmo coeficiente de espalhamento, existe uma tendência à estabilização dos va-

lores do albedo à partir de certos comprimentos do domínio, quando a influência desta

grandeza torna-se insignificante e (iii) coeficientes de espalhamentos maiores são mais

afetados pelo comprimento do domínio, de modo que a estabilização do albedo ocorre à

partir de comprimentos maiores.
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Os resultados para o fator de transmissão obtidos com o método ADO pela formu-

lação de Schulz (2014) são dados na Tabela 4.21, enquanto os resultados obtidos neste

trabalho são dados na Tabela 4.22.

Tabela 4.21: Problema 12: Resultados para o fator de transmissão de acordo com o método ADO pela

formulação de Schulz (2014).

σs0 = 0.20 σs0 = 0.50 σs0 = 0.80 σs0 = 0.99

0.04 0.933474 - - -

0.05 - 0.931156 - -

0.07 - - 0.925022 -

0.10 0.846956 0.870438 0.896574 0.914711

0.33 0.601103 - - -

0.37 - 0.622668 - -

0.45 - - 0.648991 -

0.49 - - - 0.703442

0.50 0.474323 0.534993 0.621975 0.699417

1.00 0.246269 0.306709 0.416245 0.544352

2.00 0.0727415 0.107055 0.197270 0.373347

5.00 0.00244614 0.00528758 0.0229218 0.173152

Tabela 4.22: Problema 12: Resultados para o fator de transmissão conforme o método ADO pela formula-

ção deste trabalho.

σs0 = 0.20 σs0 = 0.50 σs0 = 0.80 σs0 = 0.99

0.04 0.93347 0.94416 0.95541 0.96286

0.05 0.91811 0.93116 0.94504 0.95431

0.07 0.88858 0.90606 0.92502 0.93788

0.10 0.84696 0.87044 0.89657 0.91471

0.33 0.60110 0.65305 0.72075 0.77534

0.37 0.56798 0.62267 0.69565 0.75590

0.45 0.50803 0.56687 0.64899 0.72004

0.49 0.48085 0.54120 0.62726 0.70344

0.50 0.47432 0.53499 0.62197 0.69942

1.00 0.43934(-1) 0.30671 0.41624 0.54435

2.00 0.72742(-1) 0.10706 0.19727 0.37335

5.00 0.24461(-2) 0.52876(-2) 0.22922(-1) 0.17315
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Se observa na comparação dos resultados das Tabelas 4.21 e 4.22, uma concordân-

cia de dois a cinco dígitos significativos para os valores do fator de transmissão. Essa

concordância é ligeiramente maior do que a obtida nos resultados para o coeficiente de

albedo.

Com base na Tabela 4.22 foi gerada a Figura 4.13.

Figura 4.13: Resultados do Problema 12: comportamento do fator de transmissão.

Examinando-se a Figura 4.13 e a Tabela 4.22, se conclui que o fator de transmissão

sofre uma diminuição de acordo com o aumento de σs0 . Esse comportamento é contrário

ao do coeficiente de albedo.

O fator de transmissão representa a taxa do fluxo incidente em relação ao fluxo

no fim do domínio. Se espera que para comprimentos maiores do domínio, uma parcela

menor do fluxo inicial reste no fim do domínio devido as perdas de nêutrons que ocorrem

durante o trajeto. Desta maneira, domínios maiores devem apresentar valores menores

para o fator de transmissão. A Figura 4.13 confirma essas conclusões.
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A estabilização do fator de transmissão à partir de certos comprimentos do domínio

é menos perceptível do que para os valores do coeficiente de albedo. Nota-se ainda que a

maior inclinação das linhas na Figura 4.13 indica que o fator de transmissão sofre maior

influência do comprimento do domínio.

4.3 Problemas linearmente anisotrópicos sem fonte interna em meio

homogêneo

Esta seção tem como objetivo investigar a influência da seção de choque de espalha-

mento anisotrópica em problemas de transporte de nêutrons unidimensionais, sem fonte

interna, em meio homogêneo e regime permanente.

4.3.1 Introdução sobre o conceito de anisotropia

Anisotropia é a característica que determina dependência direcional, em oposição à

isotropia; implica na diferença de alguma propriedade mecânica ou física em função da

orientação. Trata-se de uma condição presente em todas as escalas dos fenômenos natu-

rais, cujo entendimento já proporcionou inúmeras inovações e sustêm muitas tecnologias.

Com relação às maiores escalas, a anisotropia já foi detectada na radiação cósmica

de fundo em micro-ondas (Smoot et al., 1977), na rotação das galáxias e até nos ângulos

de polarização dos quasares, as maiores fontes de energia do universo (Singal, 2015).

Na constituição do planeta Terra, comportamentos anisotrópicos são observados em

diversas casos. A anisotropia sísmica, definida como a variação da velocidade da onda

sísmica em uma direção, já foi identificada na crosta, no manto e até no núcleo terrestre

(Bianchi, 2010). Formações geológicas com distintas camadas de material sedimentário

apresentam anisotropia elétrica, uma propriedade que é utilizada na exploração de gás e

óleo (Armstrong et al., 1984; Mendelson and Cohen, 1982). Anisotropia elástica também

é induzida pela estratificação dos minerais em camadas (Helbig, 1998).
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A anisotropia é uma característica presente no corpo humano. Os ossos, por exem-

plo, quanto à tensão, são mais resistentes à compressão do que à torção (Vignolia and

Kenedib, 2016). Até mesmo o tecido do cérebro contém anisotropia mecânica (Feng

et al., 2013).

Em eletro-óptica, a anisotropia ótica é muito estudada (Saleh and Teich, 2011). Os

cristais, sólidos e líquidos, notoriamente, apresentam essa propriedade.

Muitos materiais, naturais e sintéticos, conduzem calor de maneira anisotrópica.

como, por exemplo, rochas sedimentares, metais, madeira, compósitos de fibras e cris-

tais. Deste modo, os componentes de diversos sistemas utilizados para troca térmica

são constituídos de materiais anisotrópicos, como os empregados em eletrônica (Ozisik,

1993).

Mecanicamente, diversos materiais apresentam alguma forma de comportamento

anisotrópico, como a dependência do módulo de elasticidade quanto à direção da carga.

Em sólidos policristalinos a anisotropia pode ser oriunda da fabricação do material, de-

vido, à direção do rolamento dos cilindros em processos de laminação. Materiais como

compostos de fibra e a madeira são muito anisotrópicos. Até mesmo elementos geral-

mente isotrópicos, como os metais, em algumas situações podem apresentar comporta-

mento anisotrópico (Hibbeler, 2010).

No campo do transporte de nêutrons, os efeitos da anisotropia também são muito

importantes, porque a hipótese de isotropia não pode ser assumida em meios que con-

tenham elementos leves, como ocorre nos moderadores em reatores heterogêneos. A

importância do emprego adequado da condição de anisotropia já foi atestada por Enyde

(2005). Seus efeitos têm sido, portanto, estudados por muitos pesquisadores, entre os

quais cita-se Bond and Siewert (1969) e Mika (1961).
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4.3.2 Descrição dos problemas linearmente anisotrópicos em meios homogêneos
sem fonte interna

Considerando-se nulo o termo relativo à fonte internaQα(x, µ) = 0, e atribuindo-se

a quantidade de camadas no domínio como M = 1, nas Eqs. (3.8) e (3.9), segundo Bari-

chello (1992) e Barichello and Siewert (1999), se obtém a versão em ordenadas discretas

da equação de transporte de nêutrons unidimensional em regime estacionário, aplicada à

um meio homogêneo com espalhamento anisotrópico linear. Essa equação é dada por

µi
d

dx
Ψ(x, µi) + σtΨ(x, µi) =

σs0
2

N
∑

k=1

wk

[

Ψ(x, µk) + σtΨ(x,−µk)
]

+

+
3

2
µiσs1

N
∑

k=1

µkwk [Ψ(x, µk)−Ψ(x,−µk)] ,

(4.22)

− µi
d

dx
Ψ(x,−µi)) + σtΨ(x,−µi)) =

σs0
2

N
∑

k=1

wk [Ψ(x, µk) + σtΨ(x,−µk)]−

− 3

2
µiσs1

N
∑

k=1

µkwk [Ψ(x, µk)−Ψ(x,−µk)] , (4.23)

para i = 1, . . . , N .

São consideradas fontes externas constantes. Assim, as condições de contorno são

dadas pelas Eqs. (3.36) e (3.37)

Ψ(0, µi) = F,

Ψ(a,−µi) = G,

onde F e G correspondem, respectivamente, as condição de contorno à esquerda e à

direita do domínio (como podem ser vistas na Figura 4.14), para i = 1, . . . , N .
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4.3.3 Discussão dos resultados dos problemas linearmente anisotrópicos sem fonte
interna em meio homogêneo

4.3.3.1 Validação do Código e do Método: Problemas linearmente anisotrópicos sem

fonte interna em meio homogêneo.

Os parâmetros do Problema 13 são fornecidos na Tabela 4.24.

Tabela 4.24: Dados do Problema 13.

Problema σt σs0 σs1 F G XM N M

13 1 0.99 0.8 1 0 100 Variável 1

Os resultados com métodos SGF2(Barichello, 1992), LTS2(Barichello, 1992) e ADO

S2 são apresentados na Tabela 4.25.

Tabela 4.25: Problema 13 - Comparação do método ADO com os métodos SGF2(Barichello, 1992) e

LTS2(Barichello, 1992).

x SGF2(Barichello, 1992) LTS2(Barichello, 1992) Método ADO S2

0 0.81726 0.81726 0.82306

10 - - 0.36020

20 - - 0.16649

30 - - 0.76956(-1)

40 - - 0.35570(-1)

50 0.16991(-1) 0.16991(-1) 0.16438(-1)

60 - - 0.75909(-2)

70 - - 0.34934(-2)

80 - - 0.15816(-2)

90 - - 0.65936(-3)

100 0.12918(-3) 0.12918(-3) 0.12192(-3)
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Os resultados com métodos SGF4(Barichello, 1992), LTS4(Barichello, 1992) e ADO

S4 estão disponíveis na Tabela 4.26.

Tabela 4.26: Problema 13 - Comparação do método ADO com os métodos SGF4(Barichello, 1992) e

LTS4(Barichello, 1992).

x SGF4(Barichello, 1992) LTS4(Barichello, 1992) Método ADO S4

0 0.82226 0.82226 0.82299

10 - - 0.36023

20 - - 0.16654

30 - - 0.76993(-1)

40 - - 0.35593(-1)

50 0.16538(-1) 0.16538(-1) 0.16452(-1)

60 - - 0.75989(-2)

70 - - 0.34977(-2)

80 - - 0.15838(-2)

90 - - 0.66038(-3)

100 0.12353(-3) 0.12353(-3) 0.12222(-3)

Os resultados com métodos SGF8(Barichello, 1992), LTS8(Barichello, 1992) e ADO

S8 são apresentados na Tabela 4.27.
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Tabela 4.27: Problema 13 - Comparação do método ADO com os métodos SGF8(Barichello, 1992) e

LTS8(Barichello, 1992) .

x SGF8(Barichello, 1992) LTS8(Barichello, 1992) Método ADO S8

0 0.82284 0.82284 0.82299

10 - - 0.36024

20 - - 0.16654

30 - - 0.76994(-1)

40 - - 0.35594(-1)

50 0.16470(-1) 0.16471(-1) 0.16452(-1)

60 - - 0.75989(-2)

70 - - 0.34977(-2)

80 - - 0.15838(-2)

90 - - 0.66038(-3)

100 0.12250(-3) 0.12251(-3) 0.12222(-3)

Na comparação dos resultados apresentados nas Tabela 4.25 à 4.27, observa-se a

boa concordância do método ADO com outras formulações existentes na literatura. Esta

validação é importante para mostrar a eficiência do método e do código computacional na

simulação desta classe de problemas.

A concordância dos resultados através do método ADO mediante o aumento do

parâmetro N pode ser observada na Tabela 4.28 e Figura 4.15
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Por meio da Tabela 4.28 e Figura 4.15, pode ser observada a concordância pela

estabilização do fluxo escalar entre dois e três dígitos conforme o valor de N aumenta.

É importante salientar que a quadratura utilizada neste trabalho é a de Gauss-Legendre e

que, mesmo para pequenos valores de N , consegue-se resultados com uma razoável taxa

de concordância.

Na Figura 4.15 pode-se observar, além da concordância, que o fluxo escalar tem

comportamento físico coerente com os parâmetros propostos para o Problema 13.

4.3.3.2 Estudo da influência do coeficiente de espalhamento isotrópico: Problemas

linearmente anisotrópicos sem fonte interna em meio homogêneo.

Os parâmetros para os Problemas 14, 15 e 16 são dados na Tabela 4.29.

Tabela 4.29: Dados do Problema 14, 15 e 16.

Problema σt σs0 σs1 F G XM N M

14 1 Variável 0.5 1 0 5 8 1

15 1 Variável 0.5 1 1 5 8 1

16 1 Variável 0.5 1 -1 5 8 1

Os resultados obtidos na solução do Problema 14 são dados na Tabela 4.30 e a

Figura 4.16 foi gerada à partir destes resultados. Os resultados para o Problema 15 po-

dem ser visualizados na Tabela 4.31, enquanto a Figura 4.17 é embasada nesses resulta-

dos. A Tabela 4.32 contém os resultados alcançados para o Problema 16 e a Figura 4.18

representa-os de maneira gráfica.
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Analisando-se as Tabelas 4.30 à 4.32 e as Figuras 4.16 à 4.18 pode-se notar que a

influência do coeficiente de espalhamento isotrópico se mantém, mesmo com o acréscimo

do coeficiente de anisotropia (σs0 = 0.5). O aumento no coeficiente de espalhamento

isotrópico teve como efeito a amplificação do fluxo escalar de nêutrons. Os efeitos da

anisotropia no fluxo de nêutrons serão estudados posteriormente nesta seção.

4.3.3.3 Análise de precisão: Problemas linearmente anisotrópicos sem fonte interna

em meio homogêneo.

Os valores para as propriedades dos Problemas 17, 18 e 19 são apresentadas na

Tabela 4.33

Tabela 4.33: Dados dos Problemas 17,18 e 19.

Problema σt σs0 σs1 F G XM N M

17 1 0.5 0.5 1 0 5 Variável 1

18 1 0.5 0.5 1 1 5 Variável 1

19 1 0.5 0.5 1 -1 5 Variável 1

A Tabela 4.34 apresenta os resultados obtidos para o Problema 17, que levaram a

construção da Figura 4.19.
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Pela análise das Tabelas 4.34 à 4.36 e Figuras 4.19 à 4.21 pode-se observar que a

concordância dos resultados foi alcançada pelo aumento do parâmetro N . A quantidade

de dígitos significativos, contudo, não se manteve igual em relação ao problema isotró-

pico. A precisão dos resultados foi diminuída pela presença da anisotropia. A concordân-

cia máxima entre os resultados obtidos nesta seção foi de três casas decimais, enquanto

nos problemas isotrópicos foram obtidas até 5 casas decimais.

Nos problemas isotrópicos, as maiores concordâncias foram obtidas nos extremos

do domínio. Com o efeito do coeficiente de espalhamento anisotrópico, observa-se que

apenas o contorno à esquerda (em que G = 0), no Problema 17, apresenta valores eleva-

dos de concordância. A concordância nas outras regiões extremas (onde há presença de

uma fonte externa) foi dificultada. Assim, conclui-se que a anisotropia afeta à concordân-

cia dos resultados principalmente nas regiões próximas à uma fonte de nêutrons.

4.3.3.4 Análise da influência do comprimento do domínio: Problemas linearmente

anisotrópicos sem fonte interna em meio homogêneo.

As propriedades para os Problemas 20, 21 e 22 são listadas na Tabela 4.37.

Tabela 4.37: Dados dos Problemas 20, 21 e 22.

Problema σt σs0 σs1 F G XM N M

20 1 0.5 0.5 1 0 Variável 8 1

21 1 0.5 0.5 1 1 Variável 8 1

22 1 0.5 0.5 1 -1 Variável 8 1

Os resultados para estes problemas são apresentados através das Figuras 4.22 à 4.24.
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Os resultados disponibilizados na Tabela 4.39 e Figura 4.25 demonstram o efeito

do coeficiente de espalhamento anisotrópico nesta classe de problemas. Observa-se que

o aumento desse coeficiente leva as seguintes consequências: (i) grande diminuição do

fluxo nas regiões próximas à fonte externa e (ii) dissipação menor de nêutrons ao longo do

domínio. Isto leva à um efeito de achatamento nos perfis do fluxo escalar. A linha relativa

ao perfil do fluxo escalar com maior coeficiente de espalhamento anisotrópico (σs1 =

0.99), parte de valores iniciais menores, mas também possui uma taxa de decaimento

menor, mantendo-se relativamente estável à partir de x = 1.00. A observação das linhas

dos perfis para σs1 = 0.8, σs1 = 0.5, σs1 = 0.3, σs1 = 0.1 e σs1 = 0.0 confirma essas

conclusões. Os perfis com maior coeficiente de espalhamento anisotrópico apresentam

valores iniciais menores, mas têm menor decaimento ao longo do domínio.

Os resultados para o Problema 24 podem ser contemplados na Tabela 4.40. A Figura

4.26 os representa.

Tabela 4.40: Resultados do Problema 24: análise do fator de anisotropia.

x σs1 = 0.0 σs1 = 0.1 σs1 = 0.3 σs1 = 0.5 σs1 = 0.8 σs1 = 0.99

0.00 0.58763 0.57802 0.55565 0.52756 0.46726 0.40805

0.50 0.26814 0.27064 0.27503 0.27811 0.27754 0.27023

1.00 0.15131 0.15753 0.17146 0.18793 0.21989 0.24771

1.50 0.93421(-1) 0.10043 0.11727 13928 0.18884 0.23951

2.00 0.65807(-1) 0.72771(-1) 0.90190(-1) 0.11425 0.17251 0.23614

2.50 0.57593(-1) 0.64470(-1) 0.81922(-1) 0.10648 0.16735 0.23520

3.00 0.65807(-1) 0.72771(-1) 0.90190(-1) 0.11425 0.17251 0.23614

3.50 0.93421(-1) 0.10043 0.11727 0.13928 0.18884 0.23951

4.00 0.15131 0.15753 0.17146 0.18793 0.21989 0.24771

4.50 0.26814 0.27064 0.27503 0.27811 0.27754 0.27023

5.00 0.58763 0.57802 0.55565 0.52756 0.46726 0.40805
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Segundo a Tabela 4.41 e Figura 4.27, pode-se novamente afirmar que a anisotropia

contribui para a diminuição na variação das amplitudes dos fluxos escalares.

Além disso, fica evidente o efeito físico esperado de que os resultados se aproximem

aos do caso isotrópico conforme o valor de σs1 diminui.

4.4 Problemas heterogêneos com anisotropia linear sem fonte

interna

Nesta seção resolve-se um problema unidimensional de transporte de nêutrons em

regime permanente, com espalhamento isotrópico e anisotrópico linear, sem presença de

uma fonte interna de nêutrons, com domínio heterogêneo divido em camada homogêneas.

Essa divisão tem como proposito caracterizar à um domínio heterogêneo com distintas

propriedades por região, e servirá como base para as formulações das seções posteriores.

4.4.1 Estado da arte: problemas heterogêneos sem fonte interna

Comumente, o transporte de nêutrons ocorre em meios onde as propriedades variam

entre diferentes pontos ou regiões. Diversas situações incorporam esses tipos de domínio,

com destaque para a área da física de reatores nucleares Neto (2016).

Desta maneira, muitos trabalhos podem ser encontrados na literatura cientifica à

respeito de problemas de transporte de nêutrons em meios heterogêneos, onde cita-se os

trabalhos de Leal (2008), Tomaschewski (2012) e Ceolin et al. (2009).

4.4.2 Descrição dos problemas heterogêneos sem fonte interna

A construção do domínio heterogêneo dos problemas é realizada através da divisão

do espaço em uma série de camadas com propriedades diferentes.
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Na Figura 4.28 um esquema genérico do domínio heterogêneo dos problemas estu-

dados nesta seção pode ser observado.

Figura 4.28: Divisão do domínio heterogêneo em camadas

Nesta subseção, o termo que corresponde à fonte interna presente nas Eqs. (3.8) e

(3.9) é considerado nulo, Qα(x, µ) = 0), de modo que dessa equação se obtém

µi
d

dx
Ψα(x, µi) + σt,αΨα(x, µi) =

σs0,α
2

N
∑

k=1

wk [Ψα(x, µk) + Ψα(x,−µk)] +

+
3

2
µiσs1,α

N
∑

k=1

µkwk [Ψα(x, µk)−Ψα(x,−µk)] , (4.24)

e

− µi
d

dx
Ψα(x,−µi) + σt,αΨα(x,−µi) =

σs0,α
2

N
∑

k=1

wk [Ψα(x, µk) + Ψα(x,−µk)]−

− 3

2
µiσs1,α

N
∑

k=1

µkwk [Ψα(x, µk)−Ψα(x,−µk)] , (4.25)

para i, . . . , N e α = 1, . . . ,M .. representando a equação de transporte unidimensional,

em regime permanente, escrita em ordenadas discretas, para um meio heterogêneo em

camadas, considerando-se espalhamento isotrópico e anisotrópico linear.

Para a classe de problemas estudada nesta seção são consideradas condições pres-

critas conforme as Eqs. (3.36) e (3.37) na forma

Ψ1(0, µi) = F,

ΨM(a,−µi) = G,
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onde F e G correspondem, respectivamente, as condição de contorno à esquerda e à

direita do domínio, para i = 1, . . . , N , e a seguinte condição de interface entre os meios

Ψα(xα,±µi) = Ψα+1(xα,±µi)

para i = 1, ..., N e para α = 1, ...,M − 1.

4.4.3 Discussão dos resultados do problema heterogêneo sem fonte interna

Os parâmetros do problema estudado nesta seção é dado na tabela 4.42.

Tabela 4.42: Parâmetros do Problema 26.

Problema σt σs0 σs1 F G [X0, XM ] N M

26

1.00 0.90 0.80

1.00 0.00

[0.00, 20.00)

50 30.60 0.40 0.30 [20.00, 70.00)

1.00 0.90 0.80 [70.00, 100.00]

Um esquema das seções do domínio pode ser visualizado na Figura 4.29.

Figura 4.29: Esquema das seções do domínio dos problemas estudados nesta seção.

Os resultados obtidos pelo método ADO são apresentados em comparação com

aqueles obtidos pelo método SGF em Barros and Larsen (1990) e LTSN em Barichello

(1992) na Tabela 4.43.



104

Tabela 4.43: Resultados do Problema 26: Comparação dos perfis do fluxo escalar obtidos com diferentes

métodos e ordem de quadratura variável.

x 0.00 20.00 70.00 100.00

SGFS2 Barros and Larsen (1990) 0.58578 0.40531x10−2 026614x10−11 0.14190x10−14

LTS2 Barichello (1992) 0.58578 0.40531x10−2 0.17281x10−9 0.14190x10−14

ADOS2 0.58578 0.40530x10−2 0.26614x10−11 0.14189x10−14

SGFS4 Barros and Larsen (1990) 0.60819 0.41468x10−2 0.31817x10−10 0.24196x10−13

LTS4 Barichello (1992) 0.60819 0.41468x10−2 0.31816x10−10 0.24196x10−13

ADOS4 0.60818 0.41485x10−2 0.31816x10−10 0.24195x10−13

SGFS8 Barros and Larsen (1990) 0.61112 0.41033x10−2 0.32316x10−10 0.24323x10−13

LTS8 Barichello (1992) 0.61112 0.41033x10−2 0.32316x10−10 0.24323x10−13

ADOS8 0.61111 0.41032x10−2 0.32315x10−10 0.24323x10−13

Convergência dos resultados do perfis do fluxo escalar obtidos pelo método ADO

são fornecidos na Tabela 4.44.

Tabela 4.44: Concordância dos resultados do perfis do fluxo escalar através do método ADO utilizado

neste trabalho.

x S2 S4 S6 S8

0.00 0.58578 0.60818 0.61042 0.61111

10.00 0.50548(-1) 0.48107(-1) 0.47804(-1) 0.47709(-1)

20.00 0.40530(-2) 0.41485(-2) 0.41137(-2) 0.41032(-2)

30.00 0.58240(-4) 0.87158(-4) 0.86488(-4) 0.86336(-4)

40.00 0.83689(-6) 0.20980(-5) 0.20911(-5) 0.20872(-5)

50.00 0.12025(-7) 0.50501(-7) 0.50617(-7) 0.50525(-7)

60.00 0.17280(-9) 0.12156(-8) 0.12252(-8) 0.12231(-8)

70.00 0.26614(-11) 0.31816(-10) 0.32341(-10) 0.32315(-10)

80.00 0.22977(-12) 0.34169(-11) 0.34755(-11) 0.34705(-11)

90.00 0.19813(-13) 0.32375(-12) 0.32933(-12) 0.32885(-12)

100.00 0.14189(-14) 0.24195(-13) 0.24419(-13) 0.24323(-13)
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Os resultados para o perfil de fluxo escalar obtidos pelo método ADO com S = 8

pode ser observado na Figura 4.30.

Figura 4.30: Perfil do fluxo escalar com S = 8 para o Problema 26.

Observa-se na Tabela 4.43 que o método retornou valores para o fluxo escalar se-

melhantes com os dos outros métodos, com uma concordância entre três e cinco dígitos

significativos. Ainda que este problema envolvesse regiões com diferentes propriedades, a

utilização da condição de interface fez com que a curva do perfil de fluxo escalar da Figura

4.30 fosse suave. A concordância representada pela Tabela 4.44 mostra que, utilizando-se

até N = 8, se consegue fixar os resultados apenas entre 2 e 3 dígitos significativos. Essa

dificuldade já foi verificada em problemas anteriores e é provocada principalmente pelo

efeito da anisotropia presente no problema.
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4.5 Problemas heterogêneos com anisotropia linear e fonte interna

constante

Esta seção é dedicada à formulação e resolução de problemas heterogêneos com

anisotropia linear e fonte interna constante, capazes de caracterizar problemas comuns de

blindagem radioativa. Em relação à seção anterior, acrescenta-se a presença de uma fonte

interna de nêutrons em determinadas regiões do domínio, caracterizando-se, assim, essa

classe de problemas. Essa seção se divide em duas subseções: uma para a introdução,

outra para a descrição dos problemas, apresentação dos resultados e sua análise.

4.5.1 Estado da arte sobre problemas de blindagem radioativa

Os problemas de blindagem detém especial importância no contexto de engenharia

nuclear, onde o risco de contaminação por vazamentos de radiação constitui uma grave

preocupação. A necessidade de proteção pessoal, ambiental e dos equipamentos demanda

grande precisão no projeto da blindagem radiativa (Oliveira, 2007). Com efeito, a de-

terminação do fluxo de nêutrons nas células do reator deve ser realizada com bastante

exatidão.

Visando reproduzir essa classe de problemas da área de ciência nuclear, esta seção

trata de meios não-multiplicativos heterogêneos com espalhamento anisotrópico e fonte

interna. Problemas de penetração profunda, caracterizados pela extensão de seus livres

caminhos médios, são utilizados por representarem de maneira mais adequada as situa-

ções presentes em cálculos de blindagem.

O cálculo dos perfis do fluxo escalar de nêutrons em problemas de blindagem foi

tratado de diferentes maneiras por uma série de pesquisadores. Tratamentos para resol-

ver problemas em meios tridimensionais foram apresentados por Veselov (1967) através

do método de harmonia esférica, e por Marchuk and Bel’skaya (1967) com equações

conjugadas. Problemas bidimensionais foram estudados por Vargas et al. (2003) pelo mé-
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todo de decomposição. Já problemas de blindagem unidimensionais, como os estudados

nesta seção, foram apresentados por Wagner and Haghighat (1998) utilizando o método

de Monte Carlo com uma função adjunta de ordenas discretas, por Giacomazzi (2000)

através do método LTSN , e por Santoro et al. (1988) através do método de ordenadas

discretas.

Métodos experimentais para a investigação de blindagem radiativa foram aplicados

em Avayev et al. (1967), onde o uso de traçadores radiativos foi explorado, e em Dulin

et al. (1967), onde detectores de radiação foram utilizados.

As propriedades de blindagem dos materiais foram estudadas nos trabalhos de El-

mahroug et al. (2013), que apresentaram um exame de resinas, e em Kaplan (1989), onde

as propriedades do concreto são averiguadas.

À luz da severidade dos desastres nucleares, e da consequente importância dos cál-

culos de blindagem radioativa, essa seção foi realizada a fim de fornecer no método de

ordenadas discretas analítico uma alternativa para o tratamento de problemas de blinda-

gem.

4.5.2 Descrição dos problemas, resultados e discussão dos problemas heterogêneos
com anisotropia linear e fonte interna constante.

Para a classe de problemas estudada nesta seção são consideradas condições pres-

critas conforme as Eqs. (3.36) e (3.37) na forma

Ψ1(0, µi) = F,

ΨM(a,−µi) = G,

onde F e G correspondem, respectivamente, as condição de contorno à esquerda e à

direita do domínio, para i = 1, . . . , N .

A condição de interface entre os meios é dada pela Eq. (3.40)

Ψα(xα,±µi) = Ψα+1(xα,±µi)
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para i = 1, ..., N e para α = 1, ...,M − 1.

A fim de simular casos com potencial aplicação em blindagem radiativa em reatores

nucleares, nesta seção são abordados dois problemas. No primeiro problema, o domínio

é dividido em três camadas, enquanto no segundo é dividido em cinco.

Os parâmetros atribuídos ao Problema 27 são dados na Tabela 4.45.

Tabela 4.45: Parâmetros utilizados no Problema 27.

Problema σt σs0 σs1 F G [X0, XM ] N M Qα(xi,±µi)

27

1.00 0.97 0.00

1.00 0.00

[0.00, 15.00)

50 3

0

1.00 0.95 0.00 (15.00, 30.00) 0

1.00 0.99 0.00 (30.00, 40.00] 1

A domínio deste problema pode ser visto na Figura 4.31.

Figura 4.31: Domínio do Problema 27.

Primeiro foi estudada a concordância dos resultados obtidos através do método

ADO, que ser vista na Tabela 4.46, abaixo.



109

Tabela 4.46: Problema 27 - Convergência dos perfis do fluxo escalar computados pelo método ADO (este

trabalho).

x S2 S4 S6 S8

0.00 0.852605 0.852638 0.852638 0.852637

20.00 0.459243 0.481301 0.481703 0.481821

40.00 7.045806 7.086130 7.089433 7.090392

Quanto à concordância dos resultados do método ADO obtidos com diferentes va-

lores de N , observou-se a fixação entre 1 e 5 dígitos significativos, em comparação ao

perfil com N = 8. Em especial, salienta-se que a concordância pode ser melhorada com

o aumento do número de termos na quadratura.

Em seguida, na Tabela 4.47, se realiza uma comparação entre diferentes métodos

sob um esquema de quadratura S8, com relação ao método ADO. Para tanto, utilizou-se o

trabalho de Nunes and Barros (2009), para obtenção dos resultados com os métodos DD,

Degrau e Degrau Característico .

Tabela 4.47: Problema 27 - Comparação entre diferentes métodos usando um esquema da quadratura S8.

x
(Nunes and Barros, 2009)

ADO
DD Degrau Degrau Característico

0.00 0.852638 0.851075 0.850716 0.852637

20.00 0.481766 0.512658 0.504515 0.481821

40.00 7.090416 7.126999 7.245023 7.090392

Em termos de concordância entre os resultados obtidos neste trabalho com os de

Nunes and Barros (2009), o método ADO encontra-se mais próximo do método DD, com

três à cinco dígitos significativos de concordância, e mais distante do método Degrau

Característico, com no máximo duas casas decimais de concordância. Essas relações

salientam a precisão do método utilizado neste trabalho.
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A partir destes resultados foi gerada a Figura 4.32.

Figura 4.32: Perfil do fluxo escalar para o Problema 28.

Examinando a Tabela 4.46 e Figura 4.32, pode-se constatar que os resultados estão

de acordo com a física do fenômeno conforme os parâmetros propostos.

Observa-se também que a fonte interna Q3(x,±µi) = 1, na região 3, causa maior

impacto no fluxo escalar de nêutrons do que a fonte externa F = 1.00 em x = 0.0. Isto

ocorre porque a fonte interna está presente em toda zona 30.00 ≤ x ≤ 40.00, enquanto a

fonte externa é pontual, residindo apenas em x = 0.00.

Além disso, deve-se salientar que o coeficiente de espalhamento isotrópico é maior

na região 3 do que na região 1, o que também contribui para a diferença entre os valores

do fluxo escalar entre essas zonas.

O Problema 28 tem como objetivo amparar um estudo do comportamento de algu-

mas propriedades que governam o transporte de nêutrons. Os valores destes parâmetros

constam na Tabela 4.48, enquanto a geometria do problema é ilustrada na Figura 4.33.
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Tabela 4.48: Parâmetros utilizados no Problema 28.

Problema σt σs0 σs1 F G [X0, XM ] N M Qα(x,±µi)

28 1.00

0.98 0.90

1.00 0.00

[0.00, 10.00)

50 5

0.00

0.96 0.92 (10.00, 20.00) 1.00

0.94 0.94 (20.00, 30.00) 0.00

0.92 0.96 (30.00, 40.00) 1.00

0.90 0.98 (40.00, 50.00] 0.00

Figura 4.33: Domínio do Problema 28.

Os resultados para este problema são apresentados na Tabela 4.49 e Figura 4.34.

Tabela 4.49: Problema 28 - Convergência dos perfis do fluxo escalar de acordo com o método ADO (este

trabalho)

x S2 S4 S6 S8

0.00 1.866138 1.760767 1.752773 1.750319

10.00 10.939594 11.044818 11.050256 11.051874

20.00 9.789710 9.812068 9.813365 9.813713

30.00 7.146850 7.127936 7.128151 7.128202

40.00 5.038048 5.074692 5.075679 5.075948

50.00 0.721845 0.674190 0.668338 0.666519
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Figura 4.34: Perfil do fluxo escalar para o Problema 28.

Antes de realizar uma análise deste problema, deve-se notar que o coeficiente de

espalhamento isotrópico diminui da região 1 para a região 2 e assim por diante, enquanto

que o coeficiente de anisotropia, por sua vez, aumenta. Também deve-se recordar que

todas as regiões tem dimensões iguais, e que as fontes internas possuem a mesma inten-

sidade Q2(x,±µi) = 1 = Q4(x,±µi).

Deve-se notar, então, que o fluxo de nêutrons na região 2 é maior do que na região

4. Isso ocorre devido a duas razões: (i) o coeficiente de espalhamento isotrópico, que con-

tribui para a magnitude do fluxo, é maior na região 2; (ii) o coeficiente de espalhamento

anisotrópico é menor nesta seção, e este parâmetro tem o efeito de atenuar o fluxo nas

regiões onde existe uma fonte geradora de nêutrons.

O efeito da anisotropia de atenuar a intensidade das fontes já havia sido constatado

com fontes externas na discussão dos resultados de problemas anisotrópicos.
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4.6 Problemas de determinação do fator de desvantagem térmica

Esta seção também trata de problemas heterogêneos com anisotropia linear e fonte

interna constante. No entanto, neste caso dá-se enfoque à domínios que representam

células heterogêneas de combustível e moderador em reatores nucleares, e os cálculos

são realizados tendo-se em vista a análise do fator de desvantagem térmica.

4.6.1 Estado da arte sobre o cálculo do fator de desvantagem térmica

Na ciência de reatores nucleares, um dos problemas mais relevantes trata-se do

cálculo do fator de desvantagem térmica, definido como a razão entre a média espacial e

angular do fluxo de nêutrons no combustível e no moderador (Duderstadt and Hamilton,

1976).

Essa quantidade é importante não somente para o design de reatores heterogêneos,

mas também para cálculos de criticalidade e avaliações de fluxo em reatores operacio-

nais. Além disso, estudos sobre o comportamento deste fator em relação as dimensões

do reator são atualmente muito relevantes, pois ainda não há concordância na literatura

sobre se o fator de desvantagem decai monotonicamente com a diminuição da espessura

do moderador (Fukai, 1966; Kobayashi, 1966; Pennington, 1964; Pomraning and Clark,

1963; Weiss and Stammler, 1964).

Neste contexto, muitos autores contribuíram para a física de reatores calculando o

fator de desvantagens com diferentes abordagens. Weiss (1965) utilizou uma generali-

zação no método ABH para calcular o fator de desvantagem em células de dois meios.

Ferziger and Robinson (1965), através de expansões singulares de autofunções contidas

no método de Case, calcularam o fator de desvantagem considerando um espalhamento

puramente isotrópico. Em seguida, Bond and Siewert (1969) estenderam essa abordagem

ao incluir efeitos de anisotropia com dois termos no moderador. Seguindo esse estudo,

ainda através do método de Case, Eccleston and McCormick (1970) concluíram que um
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segundo momento angular no núcleo de espalhamento influencia significantemente os

resultados para o fator de desvantagem.

Posteriormente, no entanto, Laletin et al. (1974), empregando o método de Galer-

kin, alcançaram resultados diferentes, argumentando que não haveria a necessidade da

inclusão de um segundo e mais elevado momento angular. Maiorino and Siewert (1980),

aplicando o método FN , também discordaram de Eccleston e McCormick em alguns ca-

sos testes. Por fim, continuando essa pesquisa através do método de expansão espacial,

Abdallah et al. (1994) incluíram efeitos de anisotropia também no combustível.

Resultados experimentais para o fator de desvantagem foram obtidos por alguns au-

tores, e podem ser encontrados no trabalho de Pennington (1964), onde diferentes elemen-

tos foram estudados, e no trabalho de Kobayashi (1966), onde são apresentados resultados

para malhas de UO2 – H2O com células pequenas.

Por meio desta seção pretende-se oferecer uma alternativa capaz de alcançar solu-

ções concisas com grande velocidade para o cálculo do fator de desvantagens em reatores

com duas células. Procura-se, portanto, estudar a performance do método ADO, ana-

lisando sua viabilidade como opção para cálculos do fator de desvantagem térmica em

reatores nucleares.

4.6.2 Descrição dos problemas de determinação do fator de desvantagem térmica

As equações que definem os problemas estudados nesta seção são as Eqs. (3.8) e

(3.9)

µi
d

dx
Ψα(x, µi) + σt,αΨα(x, µi) =

σs0,α
2

N
∑

k=1

wk [Ψα(x, µk) + Ψα(x,−µk)] +

+
3

2
µiσs1,α

N
∑

k=1

µkwk [Ψα(x, µk)−Ψα(x,−µk)] +Qα(x, µi)
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e

− µi
d

dx
Ψα(x,−µi) + σt,αΨα(x,−µi) =

σs0,α
2

N
∑

k=1

wk [Ψα(x, µk) + Ψα(x,−µk)]−

− 3

2
µiσs1,α

N
∑

k=1

µkwk [Ψα(x, µk)−Ψα(x,−µk)] +Qα(x,−µi),

para i, . . . , N e α = 1, . . . ,M ..

Contudo, para adequar a formulação deste trabalho com aquela utilizada pelos au-

tores com os quais são realizadas comparações, é necessário considerar que

σs0,α = σt,α − σa,α, (4.26)

σs1,α =
βασs0,α

3
, (4.27)

para α = 1, ...,M , onde βα representa o coeficiente de Legendre na expansão do núcleo

de espalhamento, e σa,α seria a reação de choque macroscópica de absorção na camada α.

Nos problemas desta seção são consideradas condições de contorno reflexivas para

os fluxos incidentes nas extremidades do domínio, dadas pelas Eqs. (3.38) e (3.39)

Ψ1(x0, µi) = Ψ1(x0,−µi),

ΨM(xM ,−µi) = ΨM(xM , µi),

para i = 1, ..., N e α = 1, ...,M , e entre os meios, é utilizada a condição de interface, Eq.

(3.40)

Ψα(xα,±µi) = Ψα+1(xα,±µi) (4.28)

para i = 1, ..., N e para α = 1, ...,M − 1.

O domínio dos problemas desta seção são divididos em duas regiões: a primeira

[0, a] ou (0 ≤ x ≤ a) representa o combustível; a segunda [a, b] ou (a ≤ x ≤ b), repre-

senta o moderador. Na Figura 4.35, as células estudadas, com as regiões do combustível

e do moderador, são ilustradas.
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Figura 4.35: Ilustração das células de dois meios estudadas nesta seção.

O fator de desvantagem, cuja expressão é dada pela Eq. (3.55), será calculado de

acordo com os parâmetros apresentados na Tabela 4.50.

Tabela 4.50: Parâmetros usados na solução dos problemas propostos 29, 30, 31 e 32.

Problema a b Região σt,α σa,α β Qα(x,±µi) N

29 Variável Variável
Combustível 0.717 0.32 0.00 0.00

80
Moderador 2.33 0.0195 Variável σt,2(1− σs0,2/σt,2)

30 Variável Variável
Combustível 0.717 0.32 0.00 0.00

80
Moderador 2.33 0.0195 0.60 σt,2(1− σs0,2/σt,2)

31 0.30 Variável
Combustível 0.717 0.32 0.00 0.00

80
Moderador 2.33 0.0195 0.60 σt,2(1− σs0,2/σt,2)

32 Variável 0.90
Combustível 0.717 0.32 0.00 0.00

80
Moderador 2.33 0.0195 0.60 σt,2(1− σs0,2/σt,2)

4.6.3 Resultados dos problemas de determinação do fator de desvantagem
térmica e discussão.

4.6.3.1 Validação e análise da anisotropia e do tamanho das células.

Em prol de validar os resultados obtidos para o fator de desvantagem apresenta-

dos nesta seção, assim como para fundamentar análises da influência da anisotropia e do

tamanho das células no fator de desvantagem, construiu-se o Problema 29.

Os parâmetros utilizados na solução do Problema 29 visualizados na Tabela 4.51.
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Tabela 4.51: Parâmetros usados na solução do problema 29.

Problema a b Região σt,α σa,α β Qα(x,±µi) N

29 Variável Variável
Combustível 0.717 0.32 0.00 0.00

80
Moderador 2.33 0.0195 Variável σt,2(1− σs0,2/σt,2)

Observa-se que os resultados na resolução deste problema foram obtidos com 80

pontos na quadratura de Gauss Legendre, utilizando-se dupla precisão computacional.

Além disso, em termos de concordância, os 4 dígitos significativos para o método ADO

apresentados na Tabela 4.52, não se modificam a partir de N = 80, o que garante a

confiabilidade dos resultados.

Os resultados para o Problema 29 estão presentes na Tabela 4.52.



118

Tabela 4.52: Problema 29 - Resultados do fator de desvantagem: análise do tamanho das células e do

coeficiente de anisotropia.

Modelo computacional β

Célula 1 Célula 2 Célula 3 Célula 4

a = 0.10 a = 0.20 a = 0.30 a = 0.40

b = 0.45 b = 0.90 b = 1.35 b = 1.80

Teoria P1 (Bond and Siewert, 1969)

0.0

1.028 1.113 1.253 1.447

Método de Case (Bond and Siewert, 1969) 1.0978 1.2317 1.4077 1.6284

Aproximação espacial P1 (Abdallah et al., 1994) 1.1033 1.2311 1.3870 1.5742

Método de Difusão Assintótica (Pomraning and Clark, 1963) 1.06 1.18 1.34 1.56

Método ABH modificado (Stroud and Secrest, 1966) 1.08 1.20 1.36 1.58

Método S8 (Stroud and Secrest, 1966) 1.09 1.23 1.43 1.64

Teoria de transporte integral (Carlvik, 1967) 1.0979 1.2318 1.408 1.629

ADO - S80 1.0978 1.2317 1.4077 1.6284

Teoria P1 (Bond and Siewert, 1969)

0.1

1027 1.110 1.245 1.433

Método de Case (Bond and Siewert, 1969) 1.0970 1.2283 1.4001 1.6151

Aproximação espacial P1 (Abdallah et al., 1994) 1.1026 1.2285 1.3812 1.5638

ADO - S80 1.0970 1.2283 1.4001 1.6151

Teoria P1 (Bond and Siewert, 1969)

0.3

1.026 1.103 1.230 1.407

Método de Case (Bond and Siewert, 1969) 1.0953 1.2215 1.3849 1.5885

Aproximação espacial P1 (Abdallah et al., 1994) 1.1013 1.2233 1.3695 1.5431

ADO - S80 1.0953 1.2215 1.3849 1.5885

Teoria P1 (Bond and Siewert, 1969)

0.6

1.023 1.093 1.207 1.366

Método de Case (Bond and Siewert, 1969) 1.0927 1.2113 1.3848 1.5884

Aproximação espacial P1 (Abdallah et al., 1994) 1.0994 1.2156 1.3521 1.5121

ADO - S80 1.0927 1.2113 1.3621 1.5485

Teoria P1 (Bond and Siewert, 1969)

0.9

1.021 1.082 1.184 1.326

Método de Case (Bond and Siewert, 1969) 1.0901 1.2010 1.3392 1.5083

Aproximação espacial P1 (Abdallah et al., 1994) 1.0974 1.2078 1.3346 1.4810

ADO - S80 1.0901 1.2010 1.3392 1.5084

Teoria P1 (Bond and Siewert, 1969)

2.0

- 1.1634. - 1.3599

Método de Case (Bond and Siewert, 1969) - 1.1114 - 1.3114

Aproximação espacial P1 (Abdallah et al., 1994) 1.0903 1.1793 12706 1.3672

ADO - S80 1.0807 1.1634 1.2551 1.3599

As Figuras 4.36 à 4.39 representam os resultados para o fluxo escalares nas células

1, 2, 3 e 4, respectivamente.
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Figura 4.36: Resultados para o fluxo escalar: célula 1.

Figura 4.37: Resultados para o fluxo escalar: célula 2.
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Figura 4.38: Resultados para o fluxo escalar: célula 3.

Figura 4.39: Resultados para o fluxo escalar: célula 4.
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Observa-se que o aumento do fator de anisotropia leva à uma ligeira diminuição

do fluxo escalar na região do moderador (a ≤ x ≤ b), onde se localiza a fonte interna

de nêutrons (Q2(x,±µi)). Este efeito está em concordância com as análises realizadas

nos capítulos anteriores, onde constatou-se que a anisotropia atenua o fluxo escalar nas

regiões onde há presença de uma fonte de nêutrons.

Na região do combustível (0 ≤ x ≤ a), nota-se que o fator de anisotropia produz um

efeito contrário, causando uma pequena amplificação do fluxo escalar. Este efeito também

está de acordo com as conclusões efetuadas nos prévios capítulos, já que a anisotropia

causa, ao longo do domínio, uma diminuição no decaimento dos nêutrons provindos da

fonte.

Ambos efeitos resultam no achatamento dos perfis com maiores níveis de anisotro-

pia para o fluxo escalar de nêutrons.

Com relação a célula 1, comprimento total da célula 2 equivale ao dobro; o da

célula 3, ao triplo; e o da célula 4, ao quádruplo. Pode-se então observar que o aumento

da dimensões das células causa uma intensificação nos efeitos da anisotropia nos perfis

do fluxo escalar. Nota-se que a discrepância entre os resultados com diferentes níveis de

anisotropia se amplia.

O comportamento do fator de desvantagem em relação à espessura do moderador

e do combustível, e ao fator de anisotropia, pode ser analisado através da Figura 4.40.

Nesta, os valores para o fator de desvantagem são dados para as quatro células, conside-

rando diferentes magnitudes de anisotropia.
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Figura 4.40: Resultados para o fator de desvantagem para diversos níveis de anisotropia.

Em primeiro lugar, na Figura 4.40 nota-se que a anisotropia causa uma redução no

fator de desvantagem independentemente da dimensão das células. Isto ocorre porque a

anisotropia causa o crescimento do fluxo no combustível e sua diminuição no moderador.

A taxa de decaimento do fator de desvantagem, causada pelo efeito da anisotropia, é re-

presentada pela inclinação das linhas na Figura 4.40. Portanto, conclui-se que o aumento

do comprimento das células resulta numa intensificação nos efeito da anisotropia sobre o

fator de desvantagem, conforme observa-se que essa inclinação torna-se mais acentuada

em células maiores.

Sobre os efeitos da dependência dimensional, com base nas Figuras 4.36 à 4.40,

pode-se afirmar que um aumento nas regiões do combustível e moderador induz à dimi-

nuição do fluxo na região do combustível, e um crescimento do fluxo no moderador. O

fator de desvantagem é definido como a razão entre o fluxo escalar de nêutrons nas regiões

do moderador e combustível; portanto, aumenta de acordo com a ampliação das células,
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uma vez que o numerador dessa fração (fluxo no moderador) aumenta, e o denominador

(fluxo no combustível) diminui.

Em resumo, conclui-se que: (i) a anisotropia causa uma redução no fator de desvan-

tagem, (ii) o aumento das células causa a intensificação do efeito da anisotropia, e (iii) o

crescimento das células causa um aumento no fator de desvantagem.

Isto significa que o aumento das células leva ao crescimento do fator de desvanta-

gem, mas também ao aumento do efeito da anisotropia, cuja ação é diminuir esse fator.

Contudo, como o aumento das células levou à um aumento do fator de desvanta-

gem em todos os casos estudados, se sobrepondo à intensificação no efeito da anisotro-

pia, pode-se constatar que a influência do crescimento das dimensões é maior do que a

influência da anisotropia.

Na subseção seguinte, será estudada a influência da espessura do combustível.

4.6.3.2 Análise da espessura do combustível.

Para embasar um estudo da relação do fluxo escalar e do fator de desvantagem com

a espessura do combustível, construiu-se o Problema 30. Neste contexto, as células ana-

lisadas contém espessuras do moderador iguais ((b− a) = 0.3 cm), enquanto a espessura

da região do combustível é alterada. Os valores de b são modificados de forma à manter

o comprimento do moderador constante.

Tabela 4.53: Parâmetros usados na solução do Problema 30.

Problema a b Região σt,α σa,α β Qα(x,±µi) N

30 Variável Variável
Combustível 0.717 0.32 0.00 0.00

80
Moderador 2.33 0.0195 0.60 σt,2(1− σs0,2/σt,2)

Os resultados obtidos na solução deste problema encontram-se na Tabela 4.54 e

4.55, enquanto a Figura 4.41 se embasa nos dados dessas tabelas.
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Tabela 4.54: Análise da espessura do combustível - Resultados para o fluxo escalar no combustível.

xi a = 0.1 a = 0.2 a = 0.3 a = 0.4

1 0.151377 0.813214(-1) 0.551658(-1) 0.414381(-1)

2 0.151406 0.813569(-1) 0.552063(-1) 0.414829(-1)

3 0.151493 0.814641(-1) 0.553288(-1) 0.416184(-1)

4 0.151639 0.816452(-1) 0.555357(-1) 0.418474(-1)

5 0.151849 0.819042(-1) 0.558317(-1) 0.421752(-1)

6 0.152128 0.822474(-1) 0.562241(-1) 0.426100(-1)

7 0.152482 0.826848(-1) 0.567244(-1) 0.431650(-1)

8 0.152927 0.832324(-1) 0.573511(-1) 0.438609(-1)

9 0.153484 0.839183(-1) 0.581367(-1) 0.447345(-1)

10 0.154203 0.848034(-1) 0.591509(-1) 0.458643(-1)

11 0.155321 0.861746(-1) 0.607217(-1) 0.476175(-1)

Tabela 4.55: Análise da espessura do combustível - Resultados para o fluxo escalar no moderador.

xi a = 0.1 a = 0.2 a = 0.3 a = 0.4

1 0.155321(-1) 0.861746(-1) 0.607217(-1) 0.476175(-1)

2 0.160654(-1) 0.903854(-1) 0.643595(-1) 0.509100(-1)

3 0.163153(-1) 0.926580(-1) 0.664539(-1) 0.528782(-1)

4 0.164867(-1) 0.943002(-1) 0.680088(-1) 0.543636(-1)

5 0.166144(-1) 0.955586(-1) 0.692198(-1) 0.555326(-1)

6 0.167120(-1) 0.965382(-1) 0.701726(-1) 0.564587(-1)

7 0.167864(-1) 0.972940(-1) 0.709132(-1) 0.571820(-1)

8 0.168415(-1) 0.978580(-1) 0.714685(-1) 0.577263(-1)

9 0.168796(-1) 0.982497(-1) 0.718554(-1) 0.581064(-1)

10 0.169019(-1) 0.984805(-1) 0.720839(-1) 0.583312(-1)

11 0.169093(-1) 0.985568(-1) 0.721595(-1) 0.584056(-1)
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Figura 4.41: Análise da espessura do combustível - Resultados para o fluxo escalar no combustível e

moderador.

A Figura 4.41 está subdivida em quatro imagens: Figura 4.41 a), Figura 4.41 b),

Figura 4.41 c) e Figura 4.41 d). A diferença nas espessuras do combustível entre imagens

contíguas é de 0.1cm, estando ordenadas de modo crescente quanto à essa dimensão.

A observação mais relevante refere-se à magnitude do fluxo escalar de nêutrons:

diminui em ambas as regiões com o crescimento da espessura do combustível. Por outro

lado, a diminuição do combustível leva à um aumento do fluxo em ambas regiões.

Este efeito ocorre porque a região do combustível não contém a fonte interna, e

portanto apenas dispersa aos nêutrons oriundos da região do moderador. O fluxo angular

do combustível na direção do moderador, consequentemente, também é diminuído devido

a perda de nêutrons. Como efeito, a quantidade de nêutrons que adentram no moderador
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diferentes comprimentos são equivalentes. Então, a média do fluxo no combustível sem-

pre diminui mais do que a média do fluxo no moderador, isto porque a espessura do

combustível aumenta, enquanto a do moderador permanece constante.

Para averiguar estas conclusões, deve-se observar a definição do fator de desvan-

tagem. Assim, para facilitar a compreensão, a equação que descreve esse coeficiente no

capítulo 3, a Eq. (3.54), é reescrita nesta seção como

ζ =

∫ b

a
φ2(x)dx

(b−a)
∫ a

0 φ1(x)dx

a

. (4.29)

Os resultados obtidos com o método ADO para os termos presentes nessa equação

são dados na Tabela 3.54.

Tabela 4.56: Análise do moderador - Termos da Eq. (3.54), que expressa o fator de desvantagem.

a (b− a)
∫ a

0 φ1(x)dx
∫ b

a
φ2(x)dx

∫
b
a

φ2(x)dx

(b−a)

∫
a
0 φ1(x)dx

a
ζ

0.1 0.3 0.015248 0.049772 0.165908 0.152482 1.088047

0.2 0.3 0.016537 0.028629 0.095429 0.082683 1.154148

0.3 0.3 0.017017 0.020744 0.069147 0.056724 1.219016

0.4 0.3 0.017267 0.016648 0.055494 0.043167 1.285563

Deve-se notar em primeiro lugar que a (comprimento do combustível) aumenta,

enquanto (b− a) (comprimento do moderador) permanece constante.

O termo
∫ a

0
φ1(x)dx (fluxo total no combustível) aumenta. Isto ocorre porque o

aumento do comprimento a compensa à diminuição de φ1(x) (fluxo em cada ponto x do

combustível). O termo
∫ a

0 φ1(x)dx

a
(fluxo médio nessa região) diminui porque a aumenta

mais do que
∫ a

0
φ1(x)dx.

O termo
∫ b

a
φ2(x)dx

(b−a)
(fluxo total no moderador) diminui, porque φ2(x) (fluxo em cada

ponto x do moderador) é reduzido, mas (b − a) permanece constante. Dessa forma, o

termo
∫ b

a
φ2(x)dx

(b−a)
(média do fluxo no moderador) decresce porque o numerador da fração

torna-se menor e o denominador se mantém igual.
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O fluxo médio no combustível (
∫ a

0 φ1(x)dx

a
) sofre uma redução maior do que o fluxo

médio no moderador (
∫ b

a
φ2(x)dx

(b−a)
), porque a diminuição do fluxo total no moderador (

∫ b

a
φ2(x)dx),

e o crescimento do fluxo total no combustível (
∫ a

0
φ1(x)dx), não são suficientes para com-

pensar o aumento de a.

Uma análise física sobre a razão da variação do fator de desvantagem pode também

ser realizada. Como a região do combustível não possui fonte interna, os fluxos escalares

maiores ocorrem em posições mais próximas do moderador (que possui fonte interna),

devido à dispersão dos nêutrons. Em decorrência disso, células com regiões do combus-

tível maiores apresentam médias do fluxo escalar menores, porque os pontos extremos do

combustível encontram-se mais distantes do moderador, de forma que para alcançá-los os

nêutrons sofrem mais efeitos de dissipação. Por outro lado, o fluxo escalar no moderador

é pouco afetado pelo aumento do combustível, e como a espessura dessa região não varia,

sua média espacial reduz menos que a do combustível. O fator de desvantagem é defi-

nido como uma divisão entre a média espacial do fluxo no moderador e do combustível.

Portanto esse fator aumenta conforme o denominador da fração diminui em relação ao

numerador.

4.6.3.3 Análise da espessura do moderador.

Visando analisar à influência da espessura do moderador, sobre a qual existem as-

pectos sem consenso, ainda discutidos na literatura (i.e. se o decaimento do fator de des-

vantagem causado pela diminuição da espessura do moderador apresenta comportamento

monotônico), construiu-se o Problema 31. Neste sentido, as células estudadas sustentam

espessuras iguais na região do combustível, mas diferentes na região do moderador.

Tabela 4.57: Parâmetros do Problema 31.

Problema a b Região σt,α σa,α β Qα(x,±µi) N

31 0.30 Variável
Combustível 0.717 0.32 0.00 0.00

80
Moderador 2.33 0.0195 0.60 σt,2(1− σs0,2/σt,2)
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Os resultados para o Problema 31 podem ser visualizados através das Tabelas 4.58

e 4.59, e a Figura 4.43 apresenta esses resultados de maneira gráfica.

Tabela 4.58: Análise da espessura do moderador - Resultados para o fluxo escalar no combustível.

xi b = 0.4 b = 0.5 b = 0.6 b = 0.7

1 0.191782(-1) 0.376098(-1) 0.551658(-1) 0.718564(-1)

2 0.191949(-1) 0.376390(-1) 0.552063(-1) 0.719076(-1)

3 0.192454(-1) 0.377272(-1) 0.553288(-1) 0.720621(-1)

4 0.193309(-1) 0.378763(-1) 0.555357(-1) 0.723231(-1)

5 0.194536(-1) 0.380898(-1) 0.558317(-1) 0.726962(-1)

6 0.196173(-1) 0.383733(-1) 0.562241(-1) 0.731905(-1)

7 0.198275(-1) 0.387355(-1) 0.567244(-1) 0.738200(-1)

8 0.200936(-1) 0.391903(-1) 0.573511(-1) 0.746076(-1)

9 0.204317(-1) 0.397624(-1) 0.581367(-1) 0.755932(-1)

10 0.208771(-1) 0.405049(-1) 0.591509(-1) 0.768624(-1)

11 0.215964(-1) 0.416671(-1) 0.607217(-1) 0.788177(-1)

Tabela 4.59: Análise da espessura do moderador - Resultados para o fluxo escalar no moderador.

xi b = 0.4 b = 0.5 b = 0.6 b = 0.7

1 0.215964(-1) 0.416671(-1) 0.607217(-1) 0.788177(-1)

2 0.223433(-1) 0.436746(-1) 0.643595(-1) 0.843733(-1)

3 0.228038(-1) 0.448655(-1) 0.664539(-1) 0.874996(-1)

4 0.231540(-1) 0.457578(-1) 0.680088(-1) 0.898095(-1)

5 0.234301(-1) 0.464554(-1) 0.692198(-1) 0.916077(-1)

6 0.236489(-1) 0.470051(-1) 0.701726(-1) 0.930239(-1)

7 0.238195(-1) 0.474325(-1) 0.709132(-1) 0.941263(-1)

8 0.239478(-1) 0.477529(-1) 0.714685(-1) 0.949543(-1)

9 0.240372(-1) 0.479760(-1) 0.718554(-1) 0.955319(-1)

10 0.240900(-1) 0.481078(-1) 0.720839(-1) 0.958734(-1)

11 0.241075(-1) 0.481514(-1) 0.721595(-1) 0.959864(-1)
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Figura 4.43: Análise da espessura do moderador - Resultados para o fluxo escalar no combustível e no

moderador.

A Figura 4.43 contém 4 divisões: Figura 4.43 a), Figura 4.43 b), Figura 4.43 c)

e Figura 4.43 d). Em todas, a espessura do combustível corresponde à a = 0.3cm. O

comprimento do moderador, contudo, varia 0.1 cm entre imagens consecutivas, que estão

ordenadas de maneira crescente conforme essa dimensão.

A observação mais importante que deve ser realizada à respeito da Figura 4.43 é

a seguinte: (i) o aumento do comprimento do moderador causa a amplificação do fluxo

escalar de nêutrons. Este comportamento já estava previsto de acordo com a literatura

sobre o tema.

A causa deste fenômeno é a localização da fonte interna de nêutrons, presente ape-

nas na região do moderador. Assim sendo, essa zona caracteriza-se como a geradora do
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O fator de desvantagem decai com a espessura do moderador principalmente devido

à duas propriedades inerentes à este tipo de problema: (i) apenas o moderador contém

uma fonte interna de nêutrons e (ii) são prescritas condições de contorno reflexivas à

direita e esquerda do domínio, então os nêutrons não são perdidos por deixarem a região

estudada nos contornos do problema e, ao invés disso, nestes pontos os nêutrons sofrem

total reflexão.

Graças a estes fatores, a contribuição de nêutrons efetuada pela fonte interna torna-

se mais significativa com o aumento do domínio. A média espacial do fluxo escalar de

nêutrons no moderador cresce com maior intensidade, distanciando-se em magnitude da

média espacial do fluxo no combustível.

Assim, é importante notar que, para quaisquer tamanhos de célula, os pontos mais

à direita do moderador devem apresentar maior magnitude no valor do fluxo escalar, já

que são menos afetados pelo combustível. Isto acontece devido à condição reflexiva e a

fonte interna. O aumento do comprimento do moderador intensifica esse efeito, tornando

a variação no fluxo entre os pontos mais à direita e a esquerda do domínio gradativamente

maior.

Deve-se observar ainda que com o crescimento da espessura, a distância entre os

pontos do moderador mais afastados ao combustível também cresce. Então, devido as

razões citadas, as maiores diferenças no fluxo se dão nesses pontos, caracterizados como

as regiões mais extremas do combustível e do moderador.

Para compreender esses efeitos matematicamente, é interessante relembrar a Eq.

(4.29), que determina o fator de desvantagem

ζ =

∫ b

a
φ2(x)dx

(b−a)
∫ a

0 φ1(x)dx

a

.

Os valores calculados neste trabalho, para os termos dessa expressão, são dados na

Tabela 4.60.
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Tabela 4.60: Análise do moderador - Valor dos termos da Eq. (3.54), que expressa o fator de desvantagem.

a (b− a)
∫ a

0 φ1(x)dx
∫ b

a
φ2(x)dx

∫
b
a

φ2(x)dx

b

∫
a
0 φ1(x)dx

a
ζ

0.30 0.10 0.015248 0.005951 0.002342 0.050827 1.180753

0.30 0.20 0.016537 0.011622 0.009284 0.055122 1.198281

0.30 0.30 0.017017 0.017017 0.020744 0.056724 1.219016

0.30 0.40 0.017267 0.022145 0.036599 0.057556 1.239538

Deve-se notar em primeiro lugar que a (comprimento do combustível) é mantido

constante, enquanto (b−a) (comprimento do moderador) é progressivamente aumentado.

O termo
∫ a

0
φ1(x)dx (que representa o fluxo total no combustível) cresce porque

φ1(x) (o fluxo escalar em cada ponto x do combustível) aumenta e a permanece cons-

tante. Desta forma,
∫ a

0 φ1(x)dx

a
(a média espacial do fluxo no combustível) cresce porque o

numerador da fração aumenta, enquanto o denominador permanece constante.

O termo
∫ b

a
φ2(x)dx (que corresponde ao fluxo total no moderador) aumenta, por-

que tanto φ2(x) (o fluxo em cada ponto x do moderador) como (b − a) aumentam. O

termo
∫ b

a
φ2(x)dx

(b−a)
(que representa a média do fluxo no moderador) também cresce, porque

o aumento no numerador é superior ao crescimento no denominador da fração.

O fluxo médio no combustível (
∫ a

0 φ1(x)dx

a
) sofre um aumento menor do que o fluxo

médio no moderador (
∫ b

a
φ2(x)dx

(b−a)
), causando o aumento do fator de desvantagem. Isto

ocorre porque a influência do crescimento do fluxo total no moderador (
∫ b

a
φ2(x)dx) é

mais elevada do que a influência do aumento de (b − a) e do fluxo total no combustível

(
∫ a

0
φ1(x)dx).

Ademais, as conclusões retiradas no estudo do efeito da espessura do combustível

também podem ser consideradas na análise deste caso, possuindo aqui valor complemen-

tar.

Ainda pode-se observar, comparando as Tabelas (4.56) e (4.60), que a diferença

dos fluxos escalares médios entre as regiões do combustível e do moderador, ocasionada



134

pela variação de 0.1 cm na espessura do moderador, foi menor do que aquela causada

pelo aumento no comprimento do combustível. Por esta razão, a variação do fator de

desvantagem causada pelo crescimento da espessura do combustível deve ser maior do

que aquela ocasionada pelo aumento da região do moderador.

Com base nessas considerações, deve-se realizar ainda outra observação importante:

(iii) a taxa de decaimento do fator de desvantagem em decorrência da diminuição do

comprimento do moderador é menos acentuada do que àquela causada pela diminuição

da espessura do combustível.

A Figura 4.45 apresenta os valores para o fator de desvantagem de acordo com a

espessura do moderador.

Figura 4.45: Resultados para o fator de desvantagem conforme a espessura das regiões.

Observa-se, com base na Figura 4.45, que a inclinação correspondente à taxa do de-

caimento no fator de desvantagem devido à diminuição do comprimento do combustível

é mais elevada do que a taxa referente ao decaimento causado pela diminuição do mode-
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rador. Pode-se admitir, mediante esses resultados, que o comprimento do combustível é

mais relevante ao fator de desvantagem do que o comprimento do moderador.

Em síntese, sobre a influência das dimensões no fator de desvantagem concluiu-se

até aqui que: (i) o fator de desvantagem decai com a diminuição do comprimento das

células; (ii) para a escala de tamanho das células estudadas aqui, o fator de desvantagem

decai monotonicamente com a diminuição da espessura do combustível; (iii) para as fai-

xas de comprimentos estudadas até aqui, este fator também decai monotonicamente com a

diminuição da espessura do moderador; e (iv) a variação no comprimento do combustível

apresenta maior impacto no fator de desvantagem.

Contudo, a faixa de comprimento das células estudadas até este momento é muito

limitada para que se possa afirmar com rigor que o fator de desvantagem decai monoto-

nicamente com a redução do moderador. Assim, se decidiu verificar as conclusões dos

trabalhos de Weiss and Stammler (1964), e de Fukai (1961), na qual afirmam que deve

existe um comprimento mínimo para o moderador, a partir do qual a redução leva à um

aumento no fator de desvantagem.

Os resultados para o fator de desvantagem de (b−a) = 0.9 até (b−a) = 0.25, com

N = 80, são dados na Tabela 4.61. Relembra-se que os demais parâmetros do Problema

31 estão dados na Tabela 4.57, dos quais se salienta que a = 0.3 cm.
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Tabela 4.61: Valores para o fator de desvantagem de (b−a) = 0.9 cm até (b−a) = 0.25 cm, com N = 20

(b− a) ζ

0.90 1.334965

0.85 1.325809

0.80 1.316589

0.75 1.307299

0.70 1.297931

0.65 1.288477

0.60 1.278927

0.55 1.269270

0.50 1.259494

0.45 1.249587

0.40 1.239538

0.35 1.229343

0.30 1.219016

0.25 1.208608

Até estes comprimentos, pode-se observar que o fator de desvantagem decai mo-

notonicamente com a espessura do moderador. Contudo, o requisito de precisão se torna

mais rigoroso com a necessidade de estudar valores mais baixos. Por isto, se considerou

conveniente realizar um teste da independência dos resultados em relação à quantidade

de termos na quadratura numérica (N ). Esse estudo é fornecido na Tabela 4.62.
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Tabela 4.62: Valores para o fator de desvantagem com (b− a) = 0.1 cm

N Tempo de processamento [s] ζ

2 0.04 1.14166599567665

8 0.43 1.18076784890610

20 2.38 1.18075301237579

40 10.57 1.18075300845796

60 26.20 1.18075300796233

80 50.68 1.18075300793856

100 83.31 1.18075300788827

160 324.07 1.18075300777095

200 523.11 1.18075300801350

300 1440.27 1.18075300657345

Na Tabela 4.62 pode-se constatar que a diferença entre os resultados obtidos com

valores de N maiores do que 40 é muito pequena. Consequentemente, é possível concluir

que a utilização destes parâmetros é suficiente para fornecer resultados confiáveis em

termos de precisão. Assim, pôde-se priorizar ao tempo de processamento, e se decidiu

continuar utilizando N = 80 (sustentando por meio deste valor uma razoável margem

de segurança) para o cálculo do fator de desvantagem no Problema 31, para células de

pequena espessura. Os tempos de processamento são relativos à um computador com

processador Intel I5 com 8GB de RAM.

Os resultados para o fator de desvantagem de (b− a) = 0.2 cm até (b− a) = 10−7

cm, com N = 200, são dados na Tabela 4.63.
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Tabela 4.63: Valores para o fator de desvantagem de (b − a) = 0.2 cm até (b − a) = 10−7 cm, com

N = 80,

(b− a) ζ

0.2000000 1.198281

0.1000000 1.180753

0.0900000 1.179814

0.0800000 1.179261

0.0700000 1.179251

0.0699000 1.179255

0.0695000 1.179269

0.0692500 1.179278

0.0690000 1.179289

0.0675000 1.179360

0.0650000 1.179522

0.0600000 1.180032

0.0500000 1.182015

0.0400000 1.185942

0.0100000 1.242444

0.0010000 1.415950

0.0001000 1.625925

0.0000100 1.735469

0.0000010 1.751256

0.0000001 1.782937

Nota-se que de (b − a) = 0.2 cm até (b − a) = 0.07 cm, o fator de desvantagem

(ζ) mantem o decaimento com a redução da espessura do moderador. No entanto, a partir

de (b − a) = 0.0699, o fator de desvantagem começa a aumentar com a espessura do

moderador. Isso significa que em algum valor entre 0.07 cm e 0.699 cm, o comportamento

do fator de desvantagem se inverte, e consequentemente pode-se afirmar que o decaimento

do fator de desvantagem com a diminuição da espessura do moderador não é monotônico

para todos os casos. Essa conclusão coloca este trabalho em concordância com Weiss and
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Stammler (1964), e Fukai (1961), e em oposição, entre outros, à Pomraning and Clark

(1963). A dimensão onde ocorre a mudança do comportamento de ζ foi obtida à partir de

simulações teste.

O fator de desvantagem continua aumentando com a redução do moderador até

(b − a) = 0.0000100cm (ou 10−5cm). Contudo, sofre uma diminuição entre 10−5 e

10−6cm. Portanto, sabe-se que em algum ponto entre esses valores seu comportamento

se altera novamente, e assim o fator volta a diminuir com a diminuição de (b − a). Em

seguida, sofre um aumento entre (b− a) = 10−6 e 10−7cm, alterando seu comportamento

ainda mais uma vez. A quantidade dessas inversões dentro da escala estudada indica

que o comportamento do fator de desvantagem pode sofrer mais modificações em valores

menores de (b− a).

Segundo Weiss and Stammler (1964), a razão matemática para a alteração do com-

portamento do fator de desvantagem é uma singularidade logarítmica negativa presente na

primeira derivada do fator de desvantagem, definido no trabalho desses autores de acordo

com o método PN .

Para explicar esse comportamento de acordo com os resultados obtidos neste traba-

lho, a Eq. (4.30) foi reescrita como

ζ =
a

b− a

∫ b

a
φ2(x)dx

∫ a

0
φ1(x)dx

. (4.30)

Pode-se ainda fazer que

T1 =
a

b− a
, (4.31)

T2 =

∫ b

a
φ2(x)dx

∫ a

0
φ1(x)dx

, (4.32)

para que se possa escrever o fator de desvantagem como

ζ = T1T2. (4.33)

Os resultados obtidos neste trabalho para os termos desta expressão são dados na

Tabela 4.64.
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Tabela 4.64: Análise do moderador - Valor dos termos da Eq. (4.30), com N = 80.

i (b-a) T1,i T2,i
T1,(i+1)

T1,i

T2,i

T2,(i+1)
ζ

1 0.90 0.33333 0.35394 1.12500 1.179814 1.12553

2 0.80 0.37500 0.31447 1.14286 1.179261 1.14287

3 0.70 0.42857 0.27516 1.16667 1.179251 1.16589

4 0.60 0.50000 0.23601 1.20000 1.180032 1.19799

5 0.50 0.60000 0.19700 1.25000 1.182015 1.24586

6 0.40 0.75000 0.15813 1.33333 1.185942 1.32509

7 0.30 1.00000 0.11933 - - 1.19332

Pode-se observar na Tabela 4.64 que T1 aumenta, enquanto T2 decresce. Dessa ma-

neira, a redução do moderador leva ao decaimento do fator de desvantagem, porque T2

diminui mais do que T1 cresce (ζ = T1T2), conforme pode ser observado pelas variações

nos parâmetros
T1,(i+1)

T1,i
(crescimento de T1) e T2,i

T2,(i+1)
(diminuição de T2). Contudo, é im-

portante constatar que a diferença entre o crescimento de T1 e a diminuição de T2 torna-se

cada vez menor conforme a espessura do moderador é reduzida. Pode-se concluir que

quando T1 começar a crescer mais do que T2 diminui, o fator de desvantagem irá crescer

com a diminuição da espessura do comprimento. Esse fenômeno ocorre quando (b − a)

< 0.7 cm.

O estudo da dependência dimensional do fator de desvantagem, entretanto, ainda

não está completo, pois se desconhece qual a proporção entre a espessura do combustível

e moderador que fornece o menor valor para esse fator. Além disso, deve-se examinar

se o comportamento do decrescimento do fator de desvantagem sofrerá uma mudança em

células com dimensões diferentes das estudadas até aqui.

4.6.3.4 Análise da razão entre a espessura do moderador e do combustível.

Neste contexto, construiu-se o Problema 32, pelo qual pretende-se estudar diversas

relações entre os comprimentos do combustível e moderador em células com tamanho

total de 0.9 cm (b = 0.9 cm). Os graus de liberdade neste problema são formados pe-
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las espessuras dessas regiões. As demais propriedades deste problema são iguais às do

problemas anteriores.

Tabela 4.65: Parâmetros usados na solução do Problema 32.

Problema a b Região σt,α σa,α β Qα(x,±µi) N

32 Variável 0.90
Combustível 0.717 0.32 0.00 0.00

80
Moderador 2.33 0.0195 0.60 σt,2(1− σs0,2/σt,2)

Os resultados para o Problema 32 estão contidos nas Tabelas 4.66 e 4.67, e com

base nestes resultados, realiza-se a Figura 4.46.

Tabela 4.66: Estudo de proporções - Resultados para o fluxo escalar no combustível.

xi
(b−a)

a
= 8

(b−a)
a

= 5
(b−a)

a
= 2

(b−a)
a

= 1

1 0.312480 0.222074 0.102744 0.537668(-1)

2 0.312536 0.222138 0.102815 0.538322(-1)

3 0.312708 0.222332 0.103028 0.540297(-1)

4 0.312997 0.222659 0.103388 0.543633(-1)

5 0.313410 0.223127 0.103903 0.548404(-1)

6 0.313958 0.223746 0.104584 0.554726(-1)

7 0.314656 0.224535 0.105451 0.562783(-1)

8 0.315529 0.225522 0.106534 0.572867(-1)

9 0.316623 0.226756 0.107887 0.585490(-1)

10 0.318034 0.228345 0.109624 0.601741(-1)

11 0.320222 0.230799 0.112287 0.626706(-1)
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ocorre devido à localização da fonte interna, que está presente apenas na região do mode-

rador.

Tabela 4.68: Fator de desvantagem de acordo com a relação dos comprimentos combustível/moderador.

a (b− a)
(b−a)

a
ζ

0.01 0.89 89/1 1.019783

0.10 0.80 8/1 1.126824

0.15 0.75 5/1 1.171713

0.30 0.60 2/1 1.278927

0.45 0.45 1/1 1.360008

0.60 0.30 1/2 1.427062

0.75 0.15 1/5 1.553460

0.80 0.10 1/8 1.505901

0.89 0.01 1/89 1.968111

Observa-se que o decaimento do fator de desvantagem, com a diminuição da es-

pessura do moderador, para um célula com tamanho total de 0.9cm é monotônico para a

escala estudada. Deve-se notar que isto aconteceu apesar de terem sido analisados com-

primentos do moderador menores do que 0.699cm, onde ocorreu a inflexão no Problema

31. Isto acontece porque a tendência do fator de desvantagem ter seu comportamento

alterado é maior em células menores, de acordo com Weiss and Stammler (1964).

Finalmente, pode-se afirmar que o fator de desvantagem é menor nas células com

maiores razões entre o comprimento do moderador em relação à espessura do combustível
(b−a)

a
, para uma célula com b = 0.9cm, conforme os parâmetros propostos e dentro das

escalar estudadas.

A razão deste comportamento é a seguinte: com a diminuição da distância entre os

ponto mais extremos do combustível dos primeiros pontos do moderador, onde existe a

fonte interna de nêutrons, o fluxo na região do combustível torna-se menos afetado pela

dissipação de nêutrons. O caminho que os nêutrons percorrem nesta região é menor,

portanto, menos reações que ocasionam perdas ocorrem. Assim, a média do fluxo no

combustível aumenta mais do que a média do fluxo no moderador. Esse comportamento
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também está de acordo com a conclusão de que o aumento do combustível tem mais

influência sobre o fator de desvantagem. Como o aumento de ambos comprimentos causa

um crescimento no fator de desvantagem, é interessante que a espessura à ser aumentada

seja a que possui menos influência nesse fator.

Afirmar que o fator de desvantagem é menor nas células com menores razões (b−a)
a

significa, dentro de casos semelhantes ao estudado, que é vantajoso em termos do fator de

desvantagem que o comprimento do combustível seja o menor possível.

Nota-se, todavia, que o fator de desvantagem trata das média espaciais dos fluxos

escalares, e não da quantidade de nêutrons total de nêutrons em uma região. Sob esta pers-

pectiva, é importante notar que tanto o fluxo total no combustível (
∫ a

0
φ1(x)dx), como no

moderador (
∫ b

a
φ2(x)dx), aumentam com o crescimento do comprimento do combustível.

Em vista disso, um estudo sobre a espessura ótima do combustível que fornece o

menor fator de desvantagem e o maior fluxo total de nêutrons nessa região é bastante

interessante.
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5 CONCLUSÃO

Ao término deste trabalho, foi possível constatar que o Método ADO é uma ex-

celente alternativa para o tratamento de problemas de transporte de partículas em meios

homogêneos e heterogêneos com propriedades isotrópicos e anisotrópicas, em regime es-

tacionário. Ressalta-se também que foi possível reproduzir com o método apresentado

neste trabalho uma série de resultados existentes na literatura, obtidos por outras formu-

lações, e produzir muitos outros resultados benchmark para a classe de problemas-teste

abordados.

Entre as vantagens detectadas na utilização do Método ADO, pode-se destacar a ver-

satilidade quanto à quadratura utilizada na descrição do termo integral de espalhamento,

na qual, mesmo para um número pequeno de direções, conseguiu-se uma convergência

nos perfis de fluxo escalar de até cinco dígitos dependendo do problema e parâmetros

utilizados.

Levando-se em consideração que as soluções obtidas neste trabalho, para todos os

problemas-teste analisados, são analíticas em termos da variável espacial e que os proble-

mas de autovalores associados possuem um tamanho reduzido em comparação à outras

formulações baseadas no método de ordenadas discretas tradicional, conclui-se que o mé-

todo ADO é vantajoso em termos do custo computacional. A independência de vínculos

com esquemas iterativos, de métodos de interpolação ou de malhas computacionais finas,

também contribui para a rapidez de processamento.

A possibilidade de utilizar softwares de livre distribuição para implementar e de-

senvolver esta metodologia também contribuem para que o Método ADO seja economi-

camente viável e acessível à todos os níveis acadêmicos.

Quanto aos resultados obtidos, destaca-se a importância deste trabalho devido prin-

cipalmente a sua contribuição à literatura quanto a análise individual das propriedades do
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meio. Nos problemas isotrópicos, percebeu-se que o coeficiente de espalhamento isotró-

pico é responsável pela amplitude dos fluxos escalares, onde observou-se que os perfis

crescem conforme esse parâmetro aumenta. Em especial, quando este fator é elevado, pe-

quenas variações são capazes de causar grandes alterações no fluxo escalar de nêutrons.

Com relação à quadratura numérica, observou-se que a diferença entre os resultados ob-

tidos foi menor do que 0.1%.

Sobre os problemas anisotrópicos, conclui-se os que o fator de anisotropia não in-

fluência os efeitos já atestados para a isotropia. Quanto à quadratura numérica, observou-

se que a anisotropia causa um aumento na dificuldade de convergência dos resultados.

Com relação aos efeitos da anisotropia, observou-se que grandes valores deste fator cau-

sam uma grande diminuição do fluxo nas regiões próximas à fonte externa e uma dissi-

pação menor de nêutrons ao longo do domínio, levando à um efeito de achatamento nos

perfis do fluxo escalar. Constatou-se também que a influência deste fator cresce significa-

tivamente com sua magnitude.

Quanto ao problemas relativos ao coeficiente de albedo e fator de transmissão, neste

trabalho concluiu-se que o aumento de σs0 leva à maiores coeficientes de albedo, portanto

uma maior porcentagem da radiação incidente é refletida. Com relação à influência do

comprimento do domínio, se observa que os valores do coeficiente de albedo são mais

altos para domínio maiores. Quanto ao fator de transmissão, notou-se que este apresenta

comportamento contrário ao do albedo, sofrendo uma diminuição de acordo com o au-

mento de σs0 e com a ampliação do meio.

Nos problemas de blindagem, onde se utilizou uma fonte interna de nêutrons, observou-

se que os resultados obtidos com o método ADO encontram-se mais próximos daqueles

alcançados com o método DD fornecido por Nunes and Barros (2009). Concluiu-se tam-

bém, à respeito do efeito da anisotropia, que da mesma forma que nos problemas onde

se utilizava apenas fontes externas, esta causa uma atenuação da contribuição de fonte

internas, diminuindo, à seguir, a taxa de decaimento do fluxo ao longo do domínio.
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Além destas, contribuições relevantes também foram fornecidas na seção dedicada

ao cálculo do fator de desvantagem, construída à partir do modelo de transporte com-

pleto. Desta maneira, as observações feitas previamente contribuíram com a análise dos

problemas desta seção.

Observou-se que o aumento do fator de anisotropia levou à diminuição do fluxo es-

calar na região do moderador, onde há a presença da fonte interna de nêutrons. Na região

do combustível, notou-se que a anisotropia causou uma amplificação do fluxo escalar.

Ambos efeitos resultaram no achatamento dos perfis com maiores níveis de anisotropia.

Concluiu-se que o aumento das células do combustível e do moderador, causa uma inten-

sificação nos efeitos da anisotropia sobre os perfis do fluxo escalar.

Quanto ao fator de desvantagem, concluiu-se que este coeficiente cresce de acordo

com a ampliação das células. Observou-se que a anisotropia causa uma redução neste

fator. Notou-se, além disso, que o crescimento das células também resulta numa intensi-

ficação no efeito da anisotropia, mas que, para os casos estudados, o impacto do aumento

das células se sobrepõe ao efeito contrário causado pela anisotropia.

Sobre a dimensão da região do combustível, verificou-se que o fluxo escalar de

nêutrons diminui com o aumento dessa região. Observou-se que a diminuição do fluxo

causada sobre o combustível é mais intensa. Concluiu-se que o fator de desvantagem

aumenta com a ampliação da espessura do combustível e que o crescimento desse coe-

ficiente é monotônico para a faixa de comprimentos do moderador de a = 0.1 cm até

a = 0.4 cm, em uma célula com (b − a) = 0.3 cm e os demais parâmetros conforme o

Problema 31. Quanto a influência da região do moderador, observou-se que o aumento

do comprimento dessa região causa a amplificação do fluxo escalar de nêutrons, e que

esse crescimento é maior no moderador. Concluiu-se que o fator de desvantagem decai

com a diminuição da espessura do moderador e que esse decaimento tem comportamento

monotônico para a escala de comprimentos do moderador (b − a) na faixa de 0.1 à 0.4

cm. Observou-se que taxa de decaimento deste fator em decorrência da diminuição do

comprimento do moderador é menos acentuada do que àquela causada pela diminuição
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da espessura do combustível, e assim foi deduzido que o comprimento do moderador

exerce maior influência sobre o fator de desvantagem. Finalmente, verificou-se que o de-

caimento do fator de desvantagem não é monotônico para todos os casos. Determinou-se,

nos problemas estudados, que uma redução no moderador para valores abaixo de 0.07 cm,

causa o aumento do fator de desvantagem.

A quantidade de células estudadas neste trabalho, contudo, não foi suficiente para

averiguar se o decrescimento do fator de desvantagem com a espessura do moderador

sempre sofrerá uma mudança de comportamento à partir de uma espessura suficiente-

mente pequena. Além disso, foi possível verificar que existem vários pontos de inflexão

para o comportamento desse fator. Também não foram estudadas células muito grandes,

ou com diferentes propriedades nucleares.

Concluiu-se, ainda, que o fator de desvantagem é menor nas células em que a pro-

porção do moderador em relação ao combustível é maior, e que, em células maiores do

que as estudadas anteriormente, o comportamento desse fator se manteve monotônico,

mesmo em espessuras menores do que 0.07 cm. Entendeu-se que para obter-se meno-

res fatores de desvantagem, dentro da escala de tamanho analisada, é interessante que o

comprimento do combustível seja o menor possível.

Todas as conclusões à respeito do fator de desvantagem contribuem para a discussão

científica deste tema, à que ainda se dedicam muitas pesquisas. Ademais, o caráter das

análises pode ser considerado exclusivo a este trabalho, em vista das observações feitas e

as razões fornecidas para cada uma delas.

Portanto, entende-se que os objetivos propostos para este trabalho foram alcançados

com sucesso, considerando-se que foram obtidas soluções comparáveis com a literatura,

uma série de resultados benchmark foi gerada, e que muitas conclusões fornecidas sobre

o comportamento de diversos parâmetros caracterizam-se como contribuições à discussão

científica, em especial aquelas sobre o fator de desvantagem, possuindo caráter único.
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Como sugestão para continuação deste trabalho propõe-se que a formulação apre-

sentada para o tratamento de problemas isotrópicos e anisotrópicos, com fonte interna e

em meios heterogêneos, seja ampliada para envolver maiores graus de anisotropia. Além

disso, propõe-se que outros parâmetros importantes na física de reatores nucleares sejam

estudados, como o fator de utilização térmica, calculado à partir do fator de desvantagem

térmica. Principalmente, se considera que uma análise do comportamento do decaimento

do fator de desvantagem em relação à influência de diversas propriedades nucleares, dife-

rentes tamanhos de células e proporções entre as regiões dessas, diferentes condições de

contorno, e intensidade e tipos de fontes de nêutrons, seria de grande interesse científico.
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APÊNDICE A

Dedução da proposta de solução utilizada na formulação do método

ADO neste trabalho.

O decaimento exponencial na variável espacial que se encontra na solução da Eq.

µ
d

dx
ψ(x, µ) + σtψ(x, µ) =

σs0
2

∫ 1

−1

ψ(x, µ′)dµ′ (5.1)

pode ser deduzido através do método de separação de variáveis. Para tanto, propõe-se que

ψ(x, µ) = X(x, ν)Ψ(ν, µ), (5.2)

onde ν é um parâmetro arbitrário. Desta maneira, a Eq. (5.1) é reescrita como

µ
d

dx
X(x, ν)Ψ(ν, µ) + σtX(x, ν)Ψ(ν, µ) =

σs0
2

∫ 1

−1

X(x, ν)Ψ(ν, µ)dµ′, (5.3)

onde os termos constantes podem ser removidos do termo diferencial e integral, de acordo

com

µΨ(ν, µ)
d

dx
X(x, ν) + σtX(x, ν)Ψ(ν, µ) =

σs0
2
X(x, ν)

∫ 1

−1

Ψ(ν, µ)dµ′. (5.4)

Dividindo-se essa Eq. por µX(x, ν)Ψ(ν, µ), obtém-se

1

X(x, ν)

d

dx
X(x, ν) +

σt
µ

=
σs0

2Ψ(ν, µ)

∫ 1

−1

Ψ(ν, µ)dµ′. (5.5)

Portanto, pode-se fazer que

1

X(x, ν)

d

dx
X(x, ν) =

σs0
2Ψ(ν, µ)

∫ 1

−1

Ψ(ν, µ)dµ′ − σt
µ

=
1

ν
, (5.6)

tendo-se assim duas equações diferenciais que podem ser resolvidas separadamente, e ν

como o parâmetro que relaciona ambas equações.

A solução para a expressão

dX(x, ν)

dx
=

−1

ν
(5.7)
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pode ser obtida através de outra separação de variáveis, de modo que se obtenha

dX(x, ν)

X(x, ν)
=

−1

ν
dx. (5.8)

Consequentemente, pode-se integrar ambos os lados da Eq. (5.8). Assim

∫

dX(x, ν)

X(x, ν)
=

∫ −1

ν
dx. (5.9)

A solução destas integrais é dada como

ln(X(x, ν)) =
−x
ν

+ C, (5.10)

onde é conveniente utilizar uma exponencial para simplificação, conforme

eln(X) = e−x/νeC . (5.11)

Dessa forma, pode-se concluir o decaimento exponencial na variável espacial, dado

por

X(x, ν) = Ce−x/ν , (5.12)

fazendo com que a solução possa ser escrita como

Ψ(x, µ) = φ(ν, µ)e−x/ν . (5.13)
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APÊNDICE B

Dedução do sistema para cálculo de pontos e pesos da quadratura de

Gauss Legendre.

A forma de recorrência dos polinômios de Legendre é dada por

(n+ 1)Pn+1 − (2n+ 1)µPn(µ) + nPn−1(µ) = 0. (5.14)

onde, se ordenando os termos, pode-se reescrever como

µPn(µ) =
1

(2n+ 1)
[(n+ 1)Pn+1 + nPn−1(µ)]. (5.15)

As versões da Eq. (5.15) para µPn−1 e µPn+1 são obtidas substituindo-se n, respec-

tivamente, por (n− 1) e (n+ 1), da forma

µPn−1(µ) =
1

(2n− 1)
[nPn + nPn−2(µ)] (5.16)

µPn+1(µ) =
1

(2n+ 3)
[(n+ 2)Pn+2 + (n+ 1)Pn(µ)]. (5.17)

Multiplicando-se a (5.14) por µ se alcança como expressão

(n+ 1)µPn+1(µ)− (2n+ 1)µ2Pn(µ) + nµPn−1(µ) = 0, (5.18)

onde pode-se substituir as Eqs. (5.16) e (5.17), resultando em

(n+ 1)
1

2n+ 3
[(n+ 2)Pn+2(µ) + (n+ 1)Pn(µ)]− (2n+ 1)µ2Pn(µ)+

+ (n)
1

2n− 1
[(n)Pn(µ) + (n− 1)Pn−2(µ)] = 0. (5.19)

Reorganizando os termos da Eq. (5.19), obtém-se
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[

(n+ 1)(n+ 2)

2n+ 3

]

Pn+2(µ)+

[

(n+ 1)2

(2n+ 3)
+

(n2)

2n− 1

]

Pn(µ)+

+

[

(n)(n− 1)

(2n− 1)

]

Pn−2(µ) = (2n+ 1)µ2Pn(µ); (5.20)

e portanto

µ2Pn(µ) =
(n+ 1)(n+ 2)

(2n+ 1)(2n+ 3)
Pn+2(µ)+

+

[

(n+ 1)2

(2n+ 3)(2n+ 1)
+

n2

(2n− 1)(2n+ 1)

]

Pn(µ)+

+

[

(n)(n− 2)

(2n− 1)(2n+ 1)

]

Pn−2(µ). (5.21)

Definindo

hn = 2n+ 1, (5.22)

hn−1 = 2n− 1, (5.23)

hn+1 = 2n+ 3, (5.24)

a Eq. (5.21) pode ser reescrita como

µ2Pn(µ) =

[

(n+ 1)(n+ 2)

hnhn+1

]

Pn+2(µ)+

+

[

(n+ 1)2

hn+1hn
+

n2

hnhn−1

]

Pn(µ)+

+

[

(n)(n− 1)

hnhn−1

]

Pn−2(µ). (5.25)

Além disso, realiza-se a seguinte mudança:

an =
n2

hnhn−1

∴

√

anhnhn−1 = n. (5.26)

an+1 =
(n+ 1)2

hnhn+1

∴

√

an+1hnhn+1 = (n+ 1), (5.27)

an+2 =
(n+ 2)2

hn+2hn+1

∴

√

an+2hn+2hn+1 = (n+ 2), (5.28)
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an−1 =
(n− 1)2

hn−2hn−1

∴

√

an−1hn−2hn−1 = (n− 1). (5.29)

A Eq. (5.25) pode ser reescrita como

µ2Pn(µ) =

[

√

an+1hnhn+1an+2hn+2hn+1

hnhn+1

]

Pn+2(µ)

+ [an+1 + an]Pn(µ)+

[

√

anhnhn−1an−1hn−2hn−1

hnhn−1

]

Pn−2(µ). (5.30)

Após as simplificações, tem-se que

µ2Pn(µ) =

√

an+1an+2
hn+2

hn
Pn+2(µ)

+ [an+1 + an]Pn(µ) +

√

anan−1
hn−2

hn
Pn−2(µ). (5.31)

Por fim, realiza-se a seguinte as mudanças de variável

Pn(µ) =

√

2

hn
P ∗

n(µ). (5.32)

Pn+2(µ) =

√

2

hn+2

P ∗

n+2(µ), (5.33)

Pn−2(µ) =

√

2

hn−2

P ∗

n−2(µ). (5.34)

que, substituindo na Eq. (5.31), resulta em

µ2

√

2

hn
P ∗

n(µ) =

[

√

2an+1an+2hn+2

hnhn+2

]

P ∗

n+2(µ)+

+

[
√

2

hn
[an+1 + an

]

P ∗

n(µ)+

[

√

2anan−1hn−2

hnhn−2

]

P ∗

n−2(µ). (5.35)

Dessa forma, realizando-se as devidas simplificações, se obtém

µ2P ∗

n(µ) = [
√
an+1an+2]P

∗

n+2(µ) + [an+1 + an]P
∗

n(µ) + [
√
anan−1]P

∗

n−2(µ), (5.36)
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de modo que substituindo os valores de an e hn têm-se

µ2P ∗

n(µ) =

[

√

(n+ 1)2(n+ 2)2

(2n+ 1)(2n+ 3)(2n+ 5)(2n+ 3)

]

P ∗

n+2(µ)+

[

(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 3)
+

n2

(2n+ 1)(2n− 1)

]

P ∗

n(µ)+

+

[

√

(n)2(n− 1)2

(2n+ 1)(2n− 1)(2n− 1)(2n− 3)

]

P ∗

n−2(µ). (5.37)

Então, sabendo-se que

P0(µ) = 1, (5.38)

e

P1(µ) = µ, (5.39)

e que para valores maiores de n (com n par), pode-se calcular Pn(µ) pela Eq. (5.15).

Segue-se a referência [163], onde

(1− µ2)P ′

n(µ) = (n+ 1)µPn(µ)− (n+ 1)Pn+1(µ) (5.40)

= −nµPn(µ) + nPn−1(µ); (5.41)

e portanto

P ′

n(µ) =
−nµPn(µ) + nPn−1(µ)

1−mu2
(5.42)

=
nµPn(µ)− nPn−1(µ)

µ2 − 1
. (5.43)

Considerando

xj =
√
µj; (5.44)

os pesos para a quadratura de Gauss-Legendre são calculados por

wj =
2

(1− x2j)(P
′
2n+1)

2
. (5.45)


