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Convoquemos todos cientistas e mestres a que dediquem seus trabalhos a uma vida melhor
e mais significativa a servigco da humanidade em toda parte - ao bem estar comum -

e em consequéncia, a uma mudanga radical das condigcbes que moldam a ciéncia atual,
que se caracteriza sob muitos aspectos como instrumento de dominagdo

nas mdos das forcas opressivas dos senhores do mundo.

—- J. Lerte Lopgs, Ciéncia e Libertacdo, 1979.



Resumo

O presente trabalho é um retorno a discussdo dos acoplamentos diretos da gravitacdo com
o tensor de Faraday. A nossa abordagem consiste em investigd-los ndo enquanto corre¢do a
propagacao local de fétons, ainda que possa servir a tal propdsito, mas como modos de interagao
gravitacional responsdveis por distribuicdes de energia dependentes da curvatura, em cendrios
tipo Friedman. A dependéncia explicita do tensor de energia com funcdes da curvatura requer
uma reinterpretacdo do tensor de energia da teoria geral da relatividade. Examina-se como
requisito a fonte total de energia a compatibilidade com a representacdo de fluido perfeito.
Em cendrios distintos de universo magnético, encontram-se situacdes nas quais a radiacdo
eletromagnética pode ser responsavel pela aceleracdo césmica a tempos tardios e a topologia do
sistema dinamico pode variar com o tempo. Na geometria WIST, a hipdtese de equiparticao de
energia implica o limite riemanniano e a era de radiagdo da teoria.

Palavras-chave: acoplamentos ndo-minimos, relatividade geral, aceleracdo cdsmica, constante

cosmolodgica, geometria WIST.
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Abstract

Non minimal interactions of gravity with the electromagnetic field are investigated in Friedman
scenarios. The explicit dependence of the energy tensor with functions of the curvature requires
to reinterpret the energy tensor of the general theory of relativity. For distinct solutions of
magnetic universe there are situations in which the electromagnetic radiation can be responsible
for the cosmic acceleration in late times and the topology of dynamic systems can change with
time. Another context, in WIST geometry, the hypothesis of equipartition of energy implies the
riemannian limit of the theory and its radiation era.

Key words: non minimal couplings, general theory of relativity, cosmic acceleration, WIST

geometry.
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CONVENCOES

TGR: Teoria Geral da Relatividade.
Igualdade por definicdo: :=

Igualdade sob o principio variacional: =
Assinatura da métrica: (+ ———).
Indices gregos variam de 0 a 3.

Indices latinos variam de 1 a 3.

Simetria dos indices: A(/w) = A, +A,

Antissimetria dos indices: A[w] =A,-A,
 Civita: n®BWY = __L_ jaBuv

Tensor de Levi-Civita: 7 : V= £ ,

onde g :=det(g,,) € £%B1V & o simbolo completamente antissimétrico de Levi-Civita.

Vi = | Y

Derivada covariante de um campo vetorial covariante v, v,.,, = v, =, v,.

% =R

. _ . . _ ﬁ
Tensor curvatura de Riemann-Christoffel: v,. ., —Vq.,., V-

Constante de Einstein: « := 41 Gy/c*.



INTRODUCAO

Por acoplamento minimo, no contexto da Teoria Geral da Relatividade, entende-se o procedi-
mento matematico pelo qual a métrica de Minkowski 7, € substituida pela métrica de espagos
curvos g, e as derivadas parciais dy, sdo substituidas por derivadas covariantes D, compativeis

com uma conexao afim ['?

Luvs OU seja,

My — &uvs 6# — Dy. (D

Esse foi o caminho trilhado por Einstein para conquistar um novo grau de universalidade da
fisica relativistica: a covariancia das equacoes na geometria de Minkowski, com respeito ao
Grupo de Lorentz, € estendida a qualquer referencial ndo inercial na geometria de Riemann. O
principio da covariancia geral € a exigéncia de que ha uma constituicdo objetiva da realidade

fisical.

A hipétese que sustenta tal interpretacdo reside na possibilidade de se elaborar uma descri¢ao
covariante da gravitacdo que, localmente, a elimina da descri¢ao dos processos gravitacionais.
Consequentemente, abre-se um caminho pelo qual a fisica relativistica dos espagcos de Minkowski
€ compativel com a construcao geométrica de espacos tangentes a cada ponto de uma variedade
riemanniana M, sobre os quais a massa inercial e a massa gravitacional de um corpo A sdo

indistinguiveis. Tal hipétese € conhecida como o principio de equivaléncia.

E compreensivel, por conseguinte, que a representacao da interacdo gravitacional seja o proprio

tensor curvatura de Riemann-Christoffel Ra# .2, definido pela anticomutagdo das derivadas de

B

segunda ordem de um 4-vetor v o

v =R B (2)

Vosuyy “Vaywin = a,B,qu ’

onde o ponto e virgula denota a derivada covariante com relagdo a conexdao de Levi Civita
Ly = { "’V}. Pelo Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana, hd uma tnica conexdo
sobre uma variedade riemanniana que € livre de torsdo e compativel com a métrica, a saber a

Conexao de Levi Civita.

O tensor de Riemann-Christoffel pode ser escrito em termos da conexao e sua derivada parcial

simples, pela relacao

Rpy =T g, =T g+ T, T7 =T T%, . 3)

2

Choquet-Bruhat, 2015, §111.2, nota 2.
ZNovello, 2010, cap. 1.
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Prosseguindo a trilha por meio do formalismo variacional, o acoplamento minimo da gravitagao

com o campo eletromagnético € descrito pela a¢ao S,in,

Spi :/ﬁ(iR—c—zF)d“x (4)
e 2k 4 '

onde denota-se por F':=F,, F'" e F,, ¢o tensor antissimétrico de Faraday, definido em termos

do 4-potencial A, pela expressdo usual
F,=A,-A,.,=A4,-4,,. 5)
A dinamica contida na acdo S, € obtida pelo principio de Hamilton,
0Smin =0, (6)

~ . . . . y ~
tal que g,,, e A, sdo os campos independentes cujas respectivas variagoes 6g*" e §A , sdo nulas

sobre a fronteira3.

A variacdo da acdo com relacdo a métrica, 6g*", € dada, a menos de um termo de superficie, por

1

sRg,, = —kE,,, @)

RW—2

sendo E,,, a distribui¢do de energia gerada pelo campo eletromagnético, na forma*

o 1
E,uv = FyaF y T ZFg,uV' (®)

Ou seja, o papel que o principio de acoplamento minimo exerce sobre a dinAmica dos processos
gravitacionais consiste em ndo envolver explicitamente a intensidade da curvatura na fonte de

energia.

Pela variacdo da ag¢do com relacdo a A, obtém-se as equagdes de Maxwell no vazio,
F*., =0. &)

De imediato, constata-se que as equagdes de campo para a métrica e para o campo eletromag-

nético, (7) e (9) respectivamente, retornam as expressoes da teoria restrita da relatividade sob o

30 presente trabalho nio examina as condicdes e possiveis contribui¢des de fronteira geradas por interacdes
gravitacionais minimas e ndo-minimas.
4 Eddington, 1923, §77.
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limite (1). Torna-se possivel, portanto, arquitetar uma teoria da gravitagao preservando a fisica

relativistica local dos referenciais inerciais.

Naturalmente, a conclusdo nos coloca diante da sua antitese: € o principio de acoplamento
minimo vdlido em todas as situagdes descritas no interior da TGR? A resposta - negativa - €
conhecida desde os primérdios da prépria teoria.

Vamos considerar as equagdes de Maxwell na presenca de uma 4-corrente J#, gerada por

campos de matéria externa. Basta, para tanto, introduzir a acdo S,,;,, o termo de matéria

\/__g

gmat = >

eJ'A,, (10)

onde a carga elétrica e caracteriza a intensidade da interacdo minima da corrente com o potencial

AH. Assim, as equacdes (9) retornam

P = %Jﬂ. (11
Em 1923, Arthur Eddington mostrou em seu tratado The Mathematical Theory of Relativity,
que ao escrevermos a equagdo de onda para F),, , em espagos curvos, nos deparamos com uma
situacdo que ndo estd contida na dinamica regida pelo principio de acoplamento minimo. Isto é,
uma equagdo de onda para o tensor de Faraday implica a dependéncia explicita e direta de F),,,

com o tensor de Riemann-Christoffel. Vamos rever brevemente essa situacao.

A equagdo de onda para F,, em uma variedade riemanniana M 4-dimensional consiste em uma
expressdo para L1F Ly » onde O := g*”( ).,y denota o operador d’Alembertiano. De imediato,
constata-se que L1F’ v contém derivadas covariantes de terceira ordem do campo eletromagnético

Ay

A partir das equagdes de Maxwell na presenga de matéria e pelas defini¢oes de R, suv © F,,

equacoes (2) e (5), escreve-se’

‘],u;v = Fua;a;v = gaﬂ (Ap;ﬁ;a;v_Aﬁ;y;a;v)

= gw,B (Au;ﬂ;v;a - A,B;,u;v;a' ) - ga/,B (RguavAsﬁ + RE,BaVAys - Rgﬂa/vAa,u - Rs,uavAﬂs )
=" (A#;ﬁ;v ~Apyy )ea g’ (R v Fep + R goy Fe )
= ga,B (Ap;v;ﬁ - A,B;,u;v - RsyﬁvAs );(y - Rguvaa ¢ - RSVF,ua . (12)

SCf. Eddington, 1923, §74. Nota-se, porém, que a convencio de sinal do tensor de Riemann-Christoffel usada
por Eddington, equacgdo (34.3) do referido tratado, € distinta da nossa.



Procedendo similarmente para J,., e combinando-o com J,,.,,, encontramos

e

Ty =y = 8"P(F,, ).pia + g [R5, + Ry, + R 0)A, |

a

—2R® 0, F," —R°F,. +R°,R . (13)
O primeiro termo do lado direito da equagdo (13) corresponde a definicao do operador d’Alembertiano;

o segundo, escrito com fator comum A_, € a Identidade de Bianchi de primeiro tipo,

RE

puv TR+ R = 0. (14)

Os tltimos dois termos da relagdo (13) podem ser combinados pela antissimetria em g, v,

R% F

[u” v]e = Rsvas -R°,R,. . (15)

v tue
Segue-se que a equagdo de onda para o tensor de Faraday F),, € descrita por

OF,, =J,. +2R°, F.%—R°

Ky (k] Hva F,

v]e -

[u (16)

Nas palavras de Eddington®,

o resultado (16) €, penso eu, inesperado. Ele mostra que as equagdes de propagacao
do campo eletromagnético envolve o tensor de Riemann-Christoffel; e que, portanto,
esse nao € um dos fendmenos para os quais as equagdes galileanas ordindrias podem
ser imediatamente generalizadas pelo principio de equivaléncia. Isso naturalmente
nos deixa desconfortdveis quanto ao fato de termos feito certo ao adotar as equacdes
invariantes de propagacdo da luz (ds =0, ¢ f ds = 0) como verdadeiras em todas as

circunstancias.

Tal resultado, contudo, ndo se traduziu em uma critica da dindmica expressa pela interacao
gravitacional minima. Ao contrdrio, foi considerado tdo somente como uma regra que cerceia a
dindmica convencional da gravitacdo até derivadas covariantes de segunda ordem dos campos

8y eA”.

Somos, no entanto, conduzidos a questionar o alcance da dindmica contida na a¢do S,;,: a
depedéncia explicita da curvatura nos processos gravitacionais envolve, inevitavelmente, deri-

vadas de ordem superior? Se ndo, € o acoplamento minimo responsavel por exaurir todos os

®Eddington, 1923, pp.176-7.
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modos da interag@o gravitacional com o campo eletromagnético? Essa € a questdao de principio

que suscita a presente investigagdo.

Uma critica da dindmica convencional da gravitacdo nos conduz a uma agdo total S que, além

de S,in, passa a compor uma a¢io nao minima S,,,, a saber
S =8Sin+Sun- (17)

Os possiveis modos de interacao — da gravitacdo com o eletromagnetismo linear de Maxwell —
contidos em S,,;,,, as respectivas dindmicas e algumas de suas propriedades sdo discutidos no

Capitulo 1.

A fonte de energia total 7, responsével pela curvatura do espago-tempo deixa de ser apenas
a contribuicdo de Maxwell E,, e passa a compor uma fonte ndo minima Z,,, que contém

explicitamente funcdes da curvatura, sob a forma geral

Ty = E, +£Z, (18)

Vv

onde £ € a constante de acoplamento ndo minimo, em geral dimensional. A TGR tradicional

reside no limite em que & torna-se desprezivel.

Examinam-se os acoplamentos diretos da gravitacdo com o tensor de Faraday ndo enquanto
corre¢do a propagacdo local de fotons, ainda que possa servir a tal propdsito?, mas enquanto
modos de interacdo gravitacional responsdveis por distribuicdoes de energia dependentes da

curvatura, em cendrios tipo Friedman.

A questdo crucial que perpassa tal investigacdo em cendrios tipo Friedamn — examinada a partir
do Capitulo 2 — consiste em mostrar que o tensor de energia gerado pela interagao gravitacional

nao minima pode ser reduzido a uma representacao de fluido perfeito.

A resposta requer, entretanto, uma reinterpretacdo do que comumente se denomina tensor de
energia, pois a interacdo nao minima, no contexto da TGR, € responsavel por tornar indissocidveis

a curvatura e o campo fisico em interagao.

A condi¢@o de compatibilidade de Z,, com a métrica isotrépica e homogénea depende do mesmo
procedimento de média do campo eletromagnético, introduzido por Tolman e Ehrenfest em
19308 e aplicado a fonte de Maxwell E,,, pela cosmologia padrao. Ha interagGes gravitacionais,
no entanto, que exigem uma hipétese adicional, envolvendo as derivadas parciais simples das

componentes elétrica e magnética, como serd discutido no Capitulo 3.

Uma vez obtido o tensor de energia sob média, (TW > passa-se ao estudo de cendrios cosmo-

16gicos nos quais, por hipétese, apenas a componente magnética B2(¢) do tensor de Faraday

"Deser e van Nieuwenhuizen, 1974; Drummond e Hathrell, 1980.
8Tolman e Ehrenfest, 1930.
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sobrevive. Essa classe de solucdes ¢ amplamente encontrada na literatura sob o nome de

Universos magnéticos®.

Ainda no Capitulo 2 obtém-se, de forma inesperada, que a radiagdo eletromagnética interagindo

tao somente com a gravitagao pode ser responsavel pela aceleracdo cosmica a tempos tardios.

Seguimos no Capitulo 3 por um caminho pouco explorado na cosmologia, a saber, a ocorréncia
de pontos de bifurcacdo no interior da TGR. Em continuidade aos estudos dos Professores
Mario Novello e Ligia Rodrigues ', mostramos, com poucos elementos da andlise qualitativa de
sistemas dinamicos, que a fonte de energia da forma (18), sob a representacao de fluido perfeito,

exibe pontos de bifurcacgao.

A novidade em relagdo aos trabalhos de Novello e Ligia Rodrigues reside no fato de o sistema
dindmico que descreve a solucao cosmoldgica ser caracterizado, ndo pela viscosidade, mas pela

constante de interagdo ndo minima &.

O Capitulo 4, por sua vez, € um breve comentério sobre o procedimento de média do campo
eletromagnético na Geometria WIST. Mostramos que a hipdtese de equiparticdo de energia
entre as partes elétrica 8() e magnética B2(r) do tensor de Faraday contraido conduz 2 era de

radiacdo no limite riemanniano da teoria.

Novello e Bergliaffa, 2008, §4.5.1
10Novello, 1982; Novello e Rodrigues, 1984.



Capitulo 1

O CAMPO ELETROMAGNETICO NA COSMOLOGIA

Escondido atrds da "matéria” diretamente revelada a nds pelos

6rgdos sensoriais estd, porém, o campo. Para descobrir as suas

proprias leis e as leis pelas quais o campo determina a

magnitude da energia, a teoria de Maxwell € o primeiro

brilhante comeco.
H. Weyl, 1923, §27.

Se considerarmos interacdes de primeira ordem na curvatura e de segunda ordem no campo

eletromagnético, somos conduzidos a um conjunto de sete acoplamentos ndo-minimos da gra-

vitagdo com o eletromagnetismo linear de Maxwell, a saber!

I = RA,A¥
b = R, AMAY
Iy = RF,, F"

Iy = RF,, F"
Is = R, F", F*

Ie = R ., FPFH

afuv

17 = Raﬁuv

FBpH

(1.1)
(1.2)

(1.3)

(1.4)
(1.5)

(1.6)

1.7)

Enquanto as interagdes I; e I, se caracterizam por conter a dimensdo? correta da densidade

lagrangiana, [.#] = M - L3, e quebrar a invaridncia de calibre, as interacdes I3, - - -, I; possuem

dimensdo de [.£] = M - L™ e preservam a invaridncia de calibre.

Ambos os modos de interagdo /) e I, da curvatura com o campo de Maxwell A ,, sdo capazes

de produzir, a partir da teoria cldssica linear, processos eletrodindmicos ndo-lineares. A solu¢@o

Novello-Salim3 mostra que /; pode gerar um cendrio tipo Friedman de fétons ndo-lineares e

com fator de escala minimo; ao passo que /> ndo admite solugdo isotropica e homogénea*.

I Novello, 1987, p-275; Novello e Bergliaffa, 2008, §4.3.
2Denota-se por M a dimensio de massa e L a de comprimento.

3Novello e Salim, 1979; Novello, Salim e Ruckert, 1983; Novello e Romero, 1987.

4Uma revisdo da solucdo NS ¢€ feita no trabalho de Oliveira, 1988, cap. 4 e, mais recentemente, por Novello e

Bergliaffa, 2008, §4.4.
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Solugdes simetricamente esféricas da interacao /; sdo estudadas por von Riickert, 1982. O exame
de dindmicas associadas a interacdo /; via principio variacional de Palatini € realizado por Alves,
1986. Uma revisao detalhada da solu¢do NS e das solugdes cosmoldgicas em geometrias tipo
WIST ¢€ feita no trabalho de Oliveira, 1988. A andlise qualitativa da solucdo NS, por meio de

sistemas dindmicos, € realizada por Romero, 1988.

O conjunto de interagdes I3, - - -, I7 foram desconsiderados do exame de cendrios tipo Friedman
pela constatagdo (correta) de que o campo F), quebra a simetria espacial ao determinar diregdes
preferenciais de propagacdo; atribuiu-se a tal fato (de forma incorreta) a impossibilidade de
construir cendrios césmicos tipo Friedman?. Tal conclusdo pode ser revista a partir dos préprios

caminhos convencionais da cosmologia padrao.

O presente trabalho € um retorno® a discussao dos acoplamentos diretos da gravitacdo com o
tensor de Faraday. A nossa proposta consiste em investigd-los enquanto modos de interagao
gravitacional responsdveis por distribuicdes de energia dependentes da curvatura. Trata-se, de
fato, de uma reinterpretagdo do que comumente se denomina tensor de energia, pois a interagao

nao minima € responsdvel por tornar indissocidvel a curvatura e o campo fisico em interagao.

Pelo procedimento de média das partes elétrica e magnética do tensor F,, , a obstrugdo acima -
aparentemente final, definitiva - € dissolvida e o conjunto de acoplamentos 1, - - -, I7 € restituido
ao exame de solugdes isotropicas e homogéneas. Tal procedimento serd examinado no Capitulo

2.

Antes, porém, passamos as consideragdes de algumas propriedades do campo eletromagnético

sob interacdo gravitacional ndo minima.

As equacdes de Maxwell, na auséncia de matéria, apresentam uma simetria interna sob o mapa
global Z(«)

4 , *
F,, ,ﬁf F,, = cosaF,, + senaFy, (1.8)

onde

; 1
F* = En“VMFK 1 (1.9)

A implicagdo entre 0 campo eletromagnético e o tensor de energia associado € tal que se F,, €

. . ~ ’ . 7
invariante sob o mapa dual (1.8), entdo F,, e F',, possuem o mesmo tensor de energia £, 7.

O tensor de Faraday satisfaz as seguintes identidades algébricas?

3Jorda, 1988, p.7.

5Novello, 1987; Jorda, 1988; Novello e Jorda, 1989; Novello, Oliveira e Salim, 1990;Novello, 1993.
7 Debever, 1958, §2.

8Detalhes do célculo podem ser conferidos no trabalho de Jorda, 1988, pag.11.



10

* * 1

FIFoy=F*F,, = SF6",. (1.10)
* 1
FIF,, = -7G",. (1.11)

com G :=F,, F*.

Pela identidade (1.10), o tensor de energia de Maxwell assume a forma

2E,, = F o F®, + FoF°,. (1.12)

Sob o mapa dual (1.8) e considerando as identidades algébricas, tem-se

’

F  F® = (cosaF,, + senalt"ﬂg )(cosaF?, + sena;'”gv )

Ha v
=cos’@F,, F®, + sen’aF 4o F", + sen2a F ,,F°, (1.13)
FoF"®, = (cosaF s — senaFy, ) ( cosaF?, - senaF*, )
= cos?aF ;o F%, + senza/FW F®, —sen2a F,,F°,. (1.14)
Logo,
%(a’) ’ ’ ‘o * * '
2E,, > 2E,, = F o F% + F,,F° = 2E,,. (1.15)

Perde-se a simetria (i.) na presenca de corrente elétrica® ou (ii.) se o angulo de rotagdo torna-se

um mapa local'® @ = a(x).

Tradicionalmente, a discussdo acerca da rotacdo dual do campo eletromagnético estd conectada
ao exame de compatibilidade de monopdlos magnéticos com a teoria quantica de campos, uma
questdo introduzida pelo trabalho seminal de Dirac, 1931. Restritos ao principio de acoplamento
minimo, poderiamos ser levados a concluir que ndo hd como restaurar a invariancia dual de F),,,

€m eSpagos Curvos.

Tal questdo, no entanto, pode ser novamente aberta se considerarmos o caminho dos acopla-
mentos ndo minimos: sob quais condicdes a gravitacdo € capaz de recuperar a invariancia dual

do campo eletromagnético? A resposta estd na possibilidade de a interagdo ser ndo minima.

A propriedade de invariancia dual do campo eletromagnético em espagos curvos tornou-se o

ponto de partida do programa de geometrizacdo do eletromagnetismo!!.

°Dirac, 1931.
1%Novello e Bergliaffa, 2008, §4.6.2.
1Como exemplo, os trabalhos de Rainich, 1925, Misner e Wheeler, 1957, Witten, 1959 e Novello, 1979b
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Com um teste direto, nota-se que as interacdes ndo-minimas (13, - -, I7) quebram a invariancia

dual do campo eletromagnético. Vamos considerar, por exemplo, a interacao /3:

% ’ k k
I sy Iy = R(cosaF,, + senaF,y)(cosaF" + senaF"")

=cos2a I3+ sen2a Iy. (1.16)
Similarmente, a interagc@o /5 sob (1.8) implica

74 ’
Is ) Iy =R, (cosaF*® + senaF*™®)(cosaF,” + senaF,”)

=R, (cos’a@ F*F,” + sen’a F**F,” + sen2a F**F,” ). (1.17)

As identidades algébricas implicam

F@ 1 1
Is 9 I = (cos2a + sena)R,, F¥, F*" + 5 sen®aRF,, F* - 2 sen2aRG
1 1
:I5+§sen2a Ig—ZsenZQ 1. (1.18)

H4, no entanto, uma combinac¢do dos acoplamentos ndo-minimos /3 € /5 que restaura a invariincia

do campo F),, sob a rotagdo global Z(a) em espagos curvos, a saber!?

1
D = I5+4_113 = C,, O, (1.19)

onde @, :=F,, F%, e C,, ¢ o tensor da gravita¢do livre de trago'?,

1
C, =R, ——-R

.uv 188w (1.20)

0 mesmo objeto com o qual nove dos quatorze invariantes de Debever!4 sdo construidos. A

demonstracao € diretamente concluida pelas relacdes (1.16) e (1.18).

Nota-se, além disso, a relacdo de equivaléncia

C®" = R, E. (1.21)

De imediato, questiona-se: a fonte de energia gerada pela interacdo nao minima 9 preserva a

invariancia dual?

Vamos seguir a definicdo convencional do tensor de energia do campo eletromagnético, dada

pela expressao (8).

12 Novello, 1987, §6; Novello e Bergliaffa, 2008, §4.6.2.
BIntroduzido por Einstein, 1919.
4Debever, 1964.
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A densidade lagrangiana .# da interacdo 9 depende, por conseguinte, de uma constante de
acoplamento £, de dimensdo L. Além disso, o fator 1/2 deve ser introduzido para compatibilizar

o tensor de energia gerado por D com o tensor de Maxwell. A expressdo de .Z €, portanto,

PZN= gcﬂvqw. (1.22)

A variacdo métrica de .Z em relagdo ao campo g*” retorna:

1 1
5(V=8C,, ") = y=g ( =58 Cap O 5gH” + ®*'SR,,, + R, 6D + Zé(RF))

1 g 1 v 4 1
= V=8 (=58 (Rps @7 + RF) 58" + R, 60" +  RSF

1 v 4
+4FR,, 08" + E* SR,,). (1.23)

Calcula-se, a seguir, termo a termo. A variacao de ®*” escreve-se

R, 60" = R, 6(FFF,”)

= Ry (F,"F,7 68" + F/y F, 7 6gP + FP°F,, g"7)

= (RWCDﬂ‘T+RpUFWFW +Rpﬂ(§[)vp)6g”v

= (R,,®,°+R"F,,F,, )og". (1.24)

( pptvo

O termo com a variagdo métrica de F' é

1 1
JROF = ZR(F F,”6g™ + F,, F",6¢")

uta B
1
=R (Fuy F 68" + F,, F*;6¢"F)
1
= —5R®,, 68" (1.25)

Por sua vez, a variacdo métrica do Tensor de Ricci, combinado ao Tensor de Maxwell, escreve-se

EM6R,, = EM (=T .0 +6T%0., )

= (E"y —E", 8", ) oI,

4 K 1
= (E",, -E"8",) Eg“ﬁ(agﬁﬂ;y +085y.—08,1y5) - (1.26)

Abrindo cada variacdo:
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1 1
E(E'uv;a/ _ E'UK;k 51/0, ) gaﬁégﬁp;v - _E(E#V;a';v _ EIJK;K;V 6Va ) gaﬁégﬁﬂ

N — N~ |
N =

(E,% e — %) 58" (1.27)

1
E(E#V;a _E'UK;Kévoz)ga'B6ng;,u = (EW; ; _EﬂK; ; 6Va)gaﬁ5gﬁy

) g (1.28)

_|._
—_
el
=
<
el
=
=
£
(=9}
<
]
~
oo
N
=
=2
oQ
=
<

:Q:
=

1
_E(E'uy;a _ E#K;K 5Va ) gaﬁagﬂv;ﬂ -

=+ (DE’”—E’“’K;K;ﬁgVB)égW

= + (DE,UV _ E,Uk;K;V) (_gyagvﬁdgaﬂ)

(DEaﬁ - EaK;K;,B ) 6ga/ﬁ

= N= N= = =

( DEIJV B ad (1.29)

onde o d’Alembertiano [J é definido como

wviy6 - (1.30)
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Coletando os resultados, a expressao (1.26) retorna

1
E'uvéRuv = E(Evg/.ts _EVK;K;/J +E£V/.l8 _Epo—d;pgyv DE,uv +EuK;K v ) 68”‘/
1
= §(2E8 —Epgo_pgm, DEﬂv)ég“V
£ 1 %% 1 y2%
. 1 I e 1 1 1 .
= (e + ZF;v;u - §® sosp8uy gDFguv - ED(DMV - §|:|Fgw )68
1 1 1 1 1
(E(Ds(ﬂ;v);e T ZF;,U;V - 2 .uv(q)w + EDF) - ED(Duv)égW

Logo, a fonte de energia Z,, gerada pelo acoplamento (1.22) resulta

1 1 1 1
Zyy = =58 (Rye @7 + ZRF) + R, @, +R*F,, F,; R, + 2 FR,,

) prtve T Ry Ty
I . 1 1 o0 1 1
+ E(D (ﬂ;v)8+ZEﬂ;V —Egﬂv(q) ;O’;p+§DF)_ EDq)#V, (131)
O trago de Z,,, sereduz a
Z=C,o"-E",,. (1.32)

Conclui-se, por inspe¢do direta dos termos com derivadas de F),, , que a fonte ndo minima Z ,,,

quebra a invariancia dual do campo eletromagnético.

No limite em que a métrica de espago curvo g,,, tende para a métrica de espago plano .., Z,,,,

¢ ndo nulo,
lim Z, = ! 8( et 1F’ﬂ’y - lnw,((I)p‘T,(T,p+ll:lF) - lI:I(ZDW, (1.33)
By My 2 4 2 2 2
com
OF = \/L__U(U”VF,#)’V ) (1.34)

A variagdo de .Z em rela¢do ao campo A 4 escreve-se

V-8
< [CH(6F,, )F, + C*'F,“SF,, |

G(VE 5C ") =

=V-8¢ [_C'ungv N Fﬂs Csv] 5(A,u;v)' (1.35)
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Introduzindo a contribui¢do de Maxwell, a varia¢do da agdo em rela¢do a A, retorna:
Sa, /z d*x = /\/_—g [F*, +{(CHF + F.C”) ., | 6A, d*x
- / { (V=g F™"SA,)., + ¢ [V=g (CHF,” + F*, C‘S")(SA#];V} d*x.  (1.36)

A segunda integral acima equivale a um termo de superficie, sobre o qual a variagdo 6A , € nula.

A dindmica de A, € descrita por
F*, +{(C“8F‘9V+F“8C8");V:O. (1.37)

Vamos examinar algumas propriedades do campo eletromagnético sob a interagdo {C,,, .

A divergéncia da fonte de Maxwell!> implica

1
E"., = Ff,F”, +F", F" + Eg“VFy(S Fs.,

1 0
Fﬂw Fav;v + Eg'quy ( Fvy;6 + Fév;y + Fyé;v )

—{ F*y (COFP + F%CP) (1.38)

Ou seja, na auséncia de corrente externa J*, o tensor de Maxwell se conserva apenas no limite

para campo gravitacional fraco.

Por outro lado, se tomarmos a divergéncia das equagdes (1.37) na presenca de correntes geradas

por matéria, t€m-se

F“V;V;M +§(C“8F‘9V+F”8C8");V;#: J“;ﬂ. (1.39)
O primeiro termo € identicamente nulo, visto que
e | s v
Foyp = EF vl E(F v = F )
= SR P 4, P
= %(—RSVF‘SV+R8#F“8) = 0. (1.40)

15 Dirac, 1975, §29.
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Pela regra de Leibniz, a eq.(1.39) retorna

J#;,u — ‘:(Cﬂs;v Fsv + C'us ng;v + F,Ug;v Csv + Fﬂg ng;v);ﬂ

1 1
= {(R",., F* - ZR’VF’” +RV.F®, - ZRF‘“';V

1 1
+F'., R - ZRF“V;V +FR”., - ZF“"R,V)

M
= {(RV F” + R\ F, + FF  R” + F' R,
1 1
nv
- 5RF = ER’VF’”);#. (1.41)

Abrindo a segunda derivada covariante,

Mo 1% eV M 2% H 2% H rev
Ty = C(RF gy F + RY F + R, F + R F

1% gV H eV H ey K pev
+F R +Fo R +F o R, +F: R,

&Viu

1 1 1 1
- ER#F“V;V — ERF“V;W -3 P = 3 ’VF’”;,J ). (1.42)

Embora a segunda derivada do campo F,,, com indices contraidos, se anule, 0 mesmo nao

ocorre sem a contra¢ao dos indices, pois

FP = %Fﬂg;[v;u] - %(Fﬂg;v;” ~F)
= %(R”w JF+R,, FH)
= 3 (R F 4 R ). (1.43)
Segue que a equacdo de continuidade pode ser escrita na forma
J #;u ={ (RS[VF ”]s;v;/x +F S[VRM]e;v;u "‘Rﬂs;(vF ev;#)
+ Fﬂs;(v Rsv;#) - %R»(MFW;V) B %R»V;ﬂ F). (1.44)

A criagdo de cargas ocorre em regides nas quais a curvatura € ndo nula.

A possibilidade de geragdo de carga no universo tornou-se uma das questdes cruciais para a

elaboracdo de cendrios cosmoldgicos alternativos. Raymond Lyttleton e Hermann Bondi'®

16Lyttleton e Bondi, 1959.
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sugeriram, no final dos anos 1950, que a pequena diferenca de magnitude observada entre a
carga do elétron e a do préton pode ter dado origem a uma forga cdsmica de natureza repulsiva.
Tal forca poderia ser, assim, a causa da expansao do universo. LB mostraram, entdo, que uma
modificagdo da lagrangiana de Maxwell, pela adi¢do de um termo de massa da forma €A ,A¥,

seria suficiente para quebrar a conservagdo de carga e, com isso, explicar a sua hipétese.

A solucdo cosmoldgica obtida por LB é de um cendrio preenchido de fétons ndo-lineares,
conhecida como a solug¢ao de estado estaciondrio, configuracao equivalente a encontrada por de

Sitter!”.

Em seguida, Fred Hoyle e Jayant Narlikar!® mostraram que a modificagdo sugerida por LB ¢é
equivalente a introducao de um fluido com energia negativa, que pode ser construido com um

campo escalar C e uma constante cosmoldgica A, pelas equagcdes de campo

1 1
R/lv B ERg,uv +/1g/1v = _K(E/N _f(C“CV Bl Zczglﬂ’))' (1'45)

O campo-C é responsdvel pela criacdo continua de matéria.

Consequentemente, instalou-se um impasse entre o efeito da eletrodindmica modificada de

Lyttleton e Bondi e a conjetura de criacdo continua de matéria, de Hoyle'°.

Em contexto diverso, a interacdo ndo minima da gravitagdo com o campo eletromagnético
sugere outro caminho para tal discussdao. Em regides nas quais a curvatura exibe intensidade nao
desprezivel, a gravitagdo em interacao direta com o campo eletromagnético torna-se responsdvel

pela geracdo de cargas?®. As equacdes de campo para a métrica sdao descritas por

1
(1+BA)[R,, —ERgW] -BOAg,, +BA,,,+BRAA, = —k(E,, +T),),

onde A:=A A,.
Examina-se, a seguir, a propagacao de descontinuidades do campo eletromagnético interagindo

ndo minimamente com a gravitacao.

Seja X uma superficie de descontinuidade do campo eletromagnético F),, , satisfazendo a con-
di¢do X(x) = constante. Por hipétese, 0 campo F),, € continuo sobre X e sua primeira derivada

contém uma descontinuidade finita. Denotando por?!

(J)g := 611>H(')1+(J|2+5—J|2—5) (1.46)

17de Sitter, 1917.

8 Hoyle e Narlikar, 1964. Uma revisdo critica é feita por Narlikar, 2006.
YNovello e Salim, 1983, p.217.

20Novello e Salim, 1979.

INovello e Goulart, 2010, §1.5.
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a descontinuidade de uma funcgdo arbitraria J, podemos supor que

(Fu)s =05 (1.47)
(BaF, )s = fuy Ky (1.48)

onde f,, € aintensidade da descontinuidade e k; o campo gradiente de X.

A questdo que estd posta €: a interagdo ndo-minima, {C,,, ®*” altera a propagacdo de desconti-
nuidades do campo eletromagnético na descri¢cdo de Maxwell?

Abrindo as equagdes de campo (1.37), t€ém-se

FY, +(CY F + CHF®, + FF,, CTV+ F.C%,) = 0. (1.49)
Tomando a curvatura como um campo externo a interagdo eletromagnética, o campo £, , sob
as condigdes (1.47) e (1.48), exibe as seguintes descontinuidades:
7k, +L(CH o+ 1. C )k, = 0, (1.50)
ou ainda,
Jea 1,70 =0, (1.51)
com
P = 6,07, + {(C‘gﬂéav + C‘SV&"#). (1.52)
A propriedade de simetria do campo EM revela, pela contracao com «”, que
(fea Ky + Joy Ko + fre K ) K"FZ = 0. (1.53)
Visto que o primeiro termo € nulo, segue-se que
Jea ¥4 (&, k") = 0. (1.54)

Consequentemente, a evolucdo de descontinuidades da interag@o ndo-minima 9, sob a hip6tese
de que a curvatura exerce o papel de um campo externo, preserva as descontinuidades da
eletrodindmica de Maxwell. Dito de outro modo, a propaga¢ao de descontinuidades do campo

eletromagnético sob a interagdo P segue curvas geodésicas na métrica g,,,,.
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Por fim, vamos tomar as equagdes de campo (1.37) na presenga de corrente externa J,,. Por

definicdo, escreve-se o primeiro termo na forma

Mo % v; AV ViU
FF = (AFY — AH) = AR - AT

s

=0OA* - A" H + RO A, (1.55)
Segue-se que a equagdo de onda para o Campo de Maxwell A, € dada por

OA* - A" #+ R A% = JH =L (CH F® + FF C®) (1.56)

wve

O termo JA# — A" é 0 operador de Rham de espagos curvos.

Antes de prosseguirmos com algumas solugdes cosmolégicas das interagdes RF e C,, O,

vamos analisar alguns aspectos das interacdes gravitacionais representadas pelo tensor de Weyl.

O tensor curvatura de Riemann R pode ser decomposto em suas partes irredutiveis na

aBuv
forma?22
1
Raﬁ#" = Waﬁ,uv + Maﬁ,uv - gRgafﬁuv’ (1.57)
onde w, By ¢ o tensor de Weyl, M, B ¢ o tensor de Einstein, definido por
2Ma,3;w = Ra/u gﬁv +Rﬁv 8au _Ravg/jy _R,B,ugozv (1.58)
e
g(lﬁyv = gaygﬁy _gOZVg,B,u . (159)

O tensor de Riemann possui 20 componentes independentes, estando 10 associadas a parte de

Weyl, 9 ao tensor de Ricci Ruv € uma ao escalar de curvatura R.

De modo similar a rotagdo de F),, , 0 mapa dual Z(6) atua sobre o tensor de Weyl na forma?3

R —_
79 W

2By + senf W

W

v =cosd W

by (1.60)

aBuy

Segue-se que o “super-tensor” de energia de Bel T, associado ao tensor de Weyl pela

Buv >
expressao?4

22Narlikar e Karmarkar, 1949:Géhéniau e Debever, 1956.
BDebever, 1958, §14.
24Bel, 1960.
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T wis ) (1.61)

iy = 2(Waaa Wt + W,

akvd "B u akva

¢ invariante sob rotacdo dual?.

A demonstracdo ¢ direta. Pela identidade de Debever (1958),

P o * *PO o _
Wap#GWﬁ Y —WapﬂgWﬂ ) —Agaﬁgw, (1.62)
com
1 af loa
A= WP W (1.63)

escrevem-se

vV&Kvl akvA

Wﬂkﬂﬂ = (cosO W, + send W  )(cos@ WﬁKﬂﬂ + sen6 WE Kv’l)

=cos’O W, , Wﬁ’(#ﬂ + sen’6 W

akvA

W; "V/l + sen26W

akvAd

* K A

=W

akvAd

Wﬂ"#d — sen’0 A8, 58,y + sen20W,

akvA

L/a% (1.64)

(1 7%
‘V&KVA

VT/E 1= (cosO W, + send W5, ) (cos6 Wi * 1+ sen Wi * ™)

akvAd

=cos’ 9 W*

akvA

WZ; "Hﬂ + sen’6 WaKMWﬁ’L’l — sen260 W*

akvA

kA
Wﬂﬂ

=W W; “ 11 sen’6 Ag, 58,y — sen26 w*

akvA u akva

Wﬂj/. (1.65)

Logo, T, By ¢ invariante pela acdo do mapa (1.60),

T

apuv =T

By (1.66)

A trilha aberta por Géhéniau e Debever sugere prosseguirmos com a questdo: a gravitagao,
acoplada ndo minimamente ao campo F),,, pelo tensor de Weyl, € capaz de restaurar a invariancia

dual do eletromagnetismo?

Com uma inspecao direta, pode-se mostrar que a interacao

[ =W, , FWFH, (1.67)

afuy

BDebever, 1958, §11.
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sob as transformacdes (1.8) e (1.60), satisfaz a rotacao de dualidade sob o vinculo § = —2a.

Pode-se afirmar a seguinte conclusao?®: a invariancia dual de I ocorre se o angulo de rotagao
para o campo de spin 2, representado pelo tensor de Weyl, for exatamente duas vezes o dngulo

de rotacdo do campo de spin 1, representado pelo tensor de Faraday.

Consequentemente, a invariancia do tensor de Weyl sob o mapa (1.60) generaliza o contetido
fisico da transformagdo dual de ambos os campos. As rotagdes —introduzidas separadamente sob
angulos distintos « e § — geram, por meio do acoplamento ndo-minimo, uma tnica transformagao,

pela condigdo 6 = —2a. Tal resultado sugere que a determinagao da rotagdo de W, = € restrita

Bu
a espacos curvos vazios sob a premissa de acoplamento minimo a outros campos.

Com o tensor livre de tragco C v €0 tensor de Weyl, Debever construiu, por meio das contragoes

D CoB, (1.68)

w = Wiavp
k

D,, = WyaypC, (1.69)

um conjunto de quatorze invariantes da gravitacao pura?’.

Surge, entdo, a questdo: uma vez que C,, e o tensor de Weyl W, v TEStAUram a invariancia
global e local do eletromagnetismo por rotagdo dual, que ocorre com os invariantes puros de

Debever sob interagdo nao-minima com o campo eletromagnético?

Um cdlculo semelhante ao realizado acima revela uma nova classe de invariantes da gravita-
cdo, sob as tranformacodes duais (1.8) e (1.60), interagindo ndo-minimamente com o campo

eletromagnético:

26Hartmann e Novello, 2019.
?"Debever, 1964; Novello, 2010, cap.1.



Dy = C,, O

Dy = W,y FPF* (6= -20)

Ds = VTIQﬁWFQﬂFW (6 =-2a)

Dy = Waﬁy‘swyéﬂvF“ﬁFﬂV (6=-a)

Ds = WaﬂyéﬁgéwF“ﬁFW (6 =-a)

Ds = W, "W, W, FPF (0= —%a)
Dy = W, 7°W, W, PP (6= —%a)
Dy = D, DS DD, 0" (6=-3)

Dy = D,"D, D, D, 0" (9= —%).

Dimensionalidade Invariantes duais Dimensao de ¢

M-L> D1, Dy, Ds L*-T72
M-L77 Da, Ds L0.T2
M-L° De, D7 L3.72
M-L7Y Dg, Do L'S.T2

22
(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

Por fim, visto que combinagdes da curvatura de Riemann contraida - como C,,, , por exemplo -

ndo afetam o mapa dual Z(6), o conjunto de invariantes duais ndo-minimos nao é univocamente

definido. Tal asser¢ao pode ser testada pela inspecdo direta da interacao
D = DWGD‘”,

cuja invariancia dual € conquistada se 8 = —2«@, 0 mesmo vinculo do invariante D.

(1.79)
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Capitulo 2

ACELERACAO COSMICA

A histdria evolutiva do Universo €, por conveng¢do, separada em diferentes eras, de acordo com
a dependéncia que a distribui¢ao de energia tem com o fator de escala de expansio a(t). Vamos
considerar um espago isotrépico e homogéneo com curvatura nula. A métrica neste caso assume

a forma
ds® = di* —a®(t) (dx* + dy* + dZ°). 2.1

As componentes do Tensor de Ricci e o escalar de curvatura sao descritos pelas relacdes

L1

Rm:9+§¥, 2.2)
1,.

Rij = §(9+9 )g,-j, (23)
.4,

R:%+?, (2.4)

onde denota-se o fator de expansdo por 6 := 3d/a.

O conjunto de equagdes de campo da TGR! se reduz as relagdes de densidade p e conservagao

de energia?,

92
= — 2.5
p=73 (2.5)
o+(p+p)6 =0. (2.6)
A integral primeira da expressao (2.6) retorna
p = poa Y, 2.7)

onde o vinculo A entre a pressao isotropica p e a densidade de energia p € expresso pela equacdo
de estado

p=4p. (0<a<]l) (2.8)

! Expressio (7) da Introdugio.
2 Novello, 2010, cap.7.
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De imediato, obtém-se o fator de escala de expansao
a(t) = ao t2/BADI (2.9)

Projetando as equacdes de campo da TGR sobre o referencial de um observador comoével,

caracterizado pelo vetor tangente 2 sua linha de Universo v¥# = ¢, e normalizado, v W8 =1,

R, VY = =T, viv" + 5 (2.10)
obtém-se a Equacdo de Raychaudhuri na métrica isotrépica e homogénea,
9’+92— 1( +3p) (2.11)
3 - p\weTer) '

Sob o principio de acoplamento minimo, a distribuicdo de energia da TGR € a prépria fonte
de Maxwell E,, cuja compatibilidade com a métrica espacialmente isotropica e homogénea
depende de um prodecimento de média estatistica do campo eletromagnético F),, sobre todo o

espago?.

Define-se a média espacial de uma quantidade Q(7; X), a um instante de tempo #, como#
(Q) = lim 1 V=80 d’x (2.12)
Voo V ’
tal que V = / \—g d’x. Decorre que as partes elétrica &; e magnética B; do tensor de Faraday

sdo compativeis com a isotropia e homogeneidade do espaco se satisfazem o seguinte conjunto

de relagdes:

(&)=0, (B)=0 (&8B;)=0 (2.13)
1

(&&;) = —3&%; (2.14)
1

(BB ) = —nggij, (2.15)

onde & e B dependem apenas do tempo.

Consequentemente, a fonte de Maxwell E ,,, se reduz a estrutura de fluido perfeito,

(Eu ) =(py+D,)V,0 = Py&uys (2.16)

3 Tolman e Ehrenfest, 1930.
4 Novello e Goulart, 2010, cap.9.



25

com

1
py =3p, = 5(82 + B%). (2.17)

Pela conservacdo de energia, a densidade de radiacdo evolui com a™*.

Tal distribui¢do de
energia dominada pelo campo eletromagnético € referida como a era de radiagdo. No caso
de matéria incoerentemente distribuida, 4 = 0, a densidade de energia depende de a3, A
relevancia da interagdo eletromagnética na expansao do Universo, pela abordagem convencional

da cosmologia, reside na primeira era.

As recentes propostas de descrever a expansdo do Universo em termos de uma fonte de energia
desconhecida - denominada “energia escura” - reorienta esse primeiro esquema, sugerindo que

novas formas de matéria possam ser responsaveis pela era aceleracido cosmica’.

Assume-se, implicitamente, com tal sentenca que o exame de todas as interacdes possiveis
do campo eletromagnético com a gravitacdo se exauriu. O presente capitulo busca retornar a
essa discussdo mediante a seguinte questdo: € possivel descrever a era de aceleragdo cOsmica,
no interior da relatividade geral, apenas com a interacdo entre o campo eletromagnético e
a gravitacao? Ou ainda: € o campo eletromagnético responsdvel pela aceleracdo césmica a
tempos tardios? A resposta a essa questao depende do modo pelo qual o campo eletromagnético

interage com a gravitacao.

Vamos considerar a conjetura expressa pela densidade lagrangiana .#’, na forma®

2
£ = \/—_g(iR—C—F+§RF),

7 5 (2.18)

onde F :=F,, F' e £ € a constante de acoplamento ndo-minimo, que deve ter a dimensdo

[£] := L*T~2. Daqui por diante, escreve-se k = | =c.

A dindmica de g, ¢ dada por”
1
R, - ERg'“V =-E, -¢Z,, (2.19)
com

1
Z,y = F(Ry, ~5Rg,,) ~2R®,, ~ OF g, + F, . (2.20)

SDiversas propostas para resolver essa questio tém sido apresentadas. Um trabalho de revisio é feito por Sahni,
2005.

6 Novello e Hartmann, 2019a.

70s detalhes do célculo podem ser encontrados, por exemplo, em Jorda, 1988.
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O trago resulta

R = ¢(RF -300F). 2.21)

A equagdo para o campo eletromagnético é

[(1-26R)F*™ ., = 0. (2.22)

Considera-se, a seguir, a dindmica descrita pelas equacdes (2.19) no caso em que a métrica
assume a forma (2.1). De acordo com o procedimento convencional, o exame da distribui-
cdo de energia em uma métrica isotrpica e homogénea requer a média estatistica do campo

eletromagnético.

A representagdo do campo eletromagnético pelo tensor de Faraday F,, pode ser decomposta

em suas partes elétrica &, e magnética B, com relagdo a v, pela expressdo irredutivel

Fy =v,8,=v,8,+1,,,,v"B7, (2.23)

tal que
E, = Fuov, (2.24)
B, = F " = %nwpgv"FW. (2.25)

Assim, a decomposi¢io do tensor dual F, € obtida da equacdo (2.23) pela transformacio de

&, — 8B, ede B, — -§, , ouseja,

*

Fuy = v,8,=v,8, =1,V E". (2.26)

Vamos considerar, além disso, a hipdtese de cendrio quase-magnético®, pela qual a parte elétrica

¢ proporcional a parte magnética,
&* = 0’8, (2.27)

e denotar por X := B?a componente magnética.

8 Novello e Bergliaffa, 2008, §4.5.1; Ducap, 2014.
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Logo,

F=-2&*-8%=-2c>-1)X (2.28)

2 1
(@,,) = §(a'z+ DXv,v, + 5(02 -2)Xg,,- (2.29)

Nota-se: g“"(CDW) =2(c?>-1)X=-F.
Segue-se que a fonte de Maxwell, sob média, resulta

1 2 1
(Ep) = (D) + 1F8u = §(0'2 +1)Xv,v, - 6(0'2+ 1)Xg,,. (2.30)
O tensor de energia do campo eletromagnético, sob média, permanece livre de traco. A média

da fonte ndo-minima, por sua vez, € dada por

1

4 2
(Z,,) = F(R,, —ERgW) - §(<r2+ DXRv,v, - g(az—z))ﬂfegw - 0OFg,, +F,.,. (231)

cujo traco € inalterado sob média.

Uma teoria satisfaz a representacdo de fluido perfeito somente se o fluxo de calor e a pressao
anisotropica sao nulos. Precisamos, assim, testar as quantidades irredutiveis associadas a

decomposi¢do de Z,,, sob a métrica (2.1).

As quantidades irredutiveis associadas a um tensor de energia Z,,, sdo construidas pela decom-

posi¢do de Z,,, na forma®

<Z'w> = (p, +pz)v#vv — D8t q(z)(#vv) + ﬂgf,,), (2.32)

de modo que, por defini¢ao,

Pz = Zyg VPV, (2.33)
1 o

pZ = _gng'h ’ (2.34)

4P = Z,pvTH, (2.35)

7 = Zyg b b7, + pohy,,. (2.36)

9 Novello, 1979a.
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Os parametros de densidade de energia p, e pressdo isotropica p, respectivos sao

. . 1

p, =2c*-1)0X —40*X6 - 2(c* + §)Xe)2 (2.37)
I o4 2, 5

pe==20" =X = 2(0? = DX = 2X6 + S(o7 = 5)0°X. (2.38)

(2)

O fluxo de calor g,

associado a Z ,,, € dado por

gy’ = FRygv? = FR,gv" vy 4 Fy gV = F gy, (2.39)

cujas componentes na métrica isotropica sdo nulas, g, =0 =g;.

Abrindo a expressao da pressao anisotropica 7o

Luv» tem-se

JTL? =Z,, + Zaﬂv“vﬁvﬂvv — Zﬂﬂvﬁvv —=Zy Vv, + p.h

uv
1 4 5 2. 5
= F(RW—ERg#V) —5(0' +1)XRv,v, —5(0' -2)XRg,, -UFg,, +F,,
1 4 , 2 5
+F(R,, _ERgoo)Vqu_g(O' +1)XRv,v, —5(0' —-2)XRv,v, - OFv,v, + F . v,v,

1 4 2
—F(Rﬂﬁv'gvv - ERVva) + 5(0'2+ DXRv,v, + 5(0'2 ~-2)XRv,v, + UFv,v, = F v,

1 4 2
—F(Rm,v“vu - ERV#VV) + 5(0'2 +1)XRv,v, + 5(0‘2 —2)XRv,v, + |:|Fvﬂvv - Foy vy
+ [lRF+1FR VB + 202 ~2)XR+ 20F + L F v h (2.40)

6 3 3 3 3 K '
que resulta
2 1 2 1
nffv) = (gFRan“vﬂ + 5RF+ §F;a;ﬂ vaP 4 §|:|F) v,V
1 wp 1 1 wp 1

+(§FRaﬁv % —§RF+§ g VY —§|:|F)gw (2.41)

+FRy, _FRM,BVﬁVy —FR, Vv +F,, —F 4 vPy, —F, v

asy o
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Na representacdo de fluido perfeito, as componentes 0-0 € o-j de nﬁfv) sdo nulas. Resta abrir a

componente espacial:

@ _ 1 1 1 1
7 = FRj+F;; +( §FRva“vﬁ —3RF+3F VP — 30F ),

1 1 1 1
=F(R; + §Roo 8ij ~ §Rgij) +F i+ gF,o;ogij - gDngj

a0+ D=+ 2ed) g, + L(0F+ F-F-0F)g,
3 3 3 Vo3 Y

=0. (2.42)

Portanto, a fonte ndo minima Z, se reduz a representacdo de fluido perfeito,

(Zuy) = (02 +P)VYy = P8y (2.43)
com p, € p, descritos pelas expressoes (2.37) e (2.38), respectivamente.

A primeira solu¢do cosmolégica que, de imediato, pode ser constatada € o estado fundamental

da teoria, no qual o fator de expansdo 6 € constante,

0 = 06,. (2.44)

Pela expressao para a densidade de energia p, eq. (2.5), segue-se que p = p,. Da conservagao

de energia, eq. (2.6), decorre p+ p = 0. Com isso, temos

lo2+1 L 0. 8(c?+1) ,
+p=———"X+EX - X+ ;X =0. 2.45
PTP="3 0 f{ 3 9(02—1)0} 243)
Seja a solucao da forma
X=A+X, expAt. (2.46)

A parte temporal, representada pela exponencial, retorna

0o +(82 1)02+1_
9°° 3¢

— =0, 2.47
] (2.47)

com

0, 3 \o2+1
A:€(1 + \/1—4(8—§—H(2))m ) (2.48)
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A parte constante da solugdo (2.46) retorna

8 , 1)\[c?+1
%0 __) T la=0 2.49
(9 ° 3¢/ |o?2-1 (249)
3
02=—, 2.50
que implica
0o 1
A=—"=——, (2.51)
3 \4¢
Logo,
bo
X(t)=A+X, exp (?t) (2.52)
Pela equagdo de campo p, = 62/3, tem-se o valor de A:
A=—= . 2.53
302-1 (2.53)

revela uma constante cosmoldgica, dependente da constante de acoplamento ndo minimo & e do

fator o2, que relaciona as partes elétrica e magnética do campo F, v » dada por

N O ORI &
A=-2(?-DA = v (2.54)

4 1
NTmRe exp(——). (255)

X(t) = -

\?24¢&
O segundo cendrio cosmolégico da teoria (2.18) consiste no caso o> = 0, ou seja, quando apenas
a componente magnética ao quadrado B2 sobrevive. Tal tipo de solugdo é conhecido na literatura

como cendrio de Universo magnético'°.

Na vizinhang¢a da condensacdo mdxima do Universo, a matéria se comporta, com boa aproxi-
macio, como um plasma primordial. Fixar &2 = 0 equivale a eliminar termos de viscosidade na

condutividade elétrica do plasma primordial '!.

10Novello e Bergliaffa, 2008, p. 4.5.1; Ducap, 2014.
Hidem.
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A combinacdo da fonte de Maxwell com a fonte ndo-minima de energia, sob média, se reduz a

expressao

<TIJV> = (p+p)vﬂvv _pg#v’ (2.56)

com densidade de energia total p e pressdo isotrdpica total p dadas por

1 .2
pi=pyrép, = 5X - 5(20X+§92X), (2.57)
1 .4 . 4. 10
pi=py+ép, = X+ §(2X+§0X—§0X—392X). (2.58)

A conservagao de energia, eq.(2.6), resulta

1, 2 PN
(5X+30X)(1 - 460 - 2£6%) =0, (2.59)

A equacgdo de conservacdao de energia nos conduz a duas equagdes diferenciais ordindrias

independentes. Vamos examinar trés caminhos distintos.

(I.) Solugao exponencial:

Vamos considerar a dindmica da geometria descrita por

.8
1 —4&6 - 5592 =0, (2.60)
que admite a solugdo exponencial
3 emM+1
0(t) = T (2.61)

A evolugio do campo magnético X := B2 é dada pela equacio de campo p = 6%/3, que retorna

X+ft)X = g(t), (2.62)
com
1 1
f(r) = 3 6 — 220 (2.63)
g(r) = L 6. (2.64)

6&
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Por uma integracdo direta, encontra-se

1+e™
2—eF

Xzém
4 1—e™

(1/4,1/2,5/4,€™), (2.65)

sendo F(1/4,1/2,5/4,¢™") afuncdo hipergeométrica e a constante m relacionada com a constante

de interacdo & pela expressao
m=—. (2.66)

A solugdo fisica estd contida na raiz negativa de m,

| 142G
Bt) = — — ¢ F(1/4,1/2,5/4,e VGO 1) (2.67)
2& (1-e" 2/(3¢) 1172

Figura 2.1: Solugio exponencial: evolugio temporal do campo magnético B2(¢).

B2(t)
250
200 — B=1
150 p=2
p=3
100 — B=4
50

: : : Lt
; 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Da expressdo para 6, eq.(2.61), obtém-se a expressao para o fator de escala do Universo a(t),

a(r) = eV —emt (2.68)

De acordo com a dindmica do campo magnético, vamos considerar m negativo, tal que m = — 82
Com isso, o fator de expansio 6(¢) e o fator de escala do Universo a(t) sdo, respectivamente,

reescritos como

382 |

0(t) = —

(2.69)

a(t) = e P14 1 (2.70)
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Figura 2.2: Solucdo exponencial: evolucdo do fator de escala do Universo a(¢) (m < 0).

a(t)

121

10}

8f — A=l
=2

6f 5o

4 — p=4

2-///

: : : : : =t

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Da variacdo temporal de 6,

d)z] 3 384 P

. da
6:=3[2_(Z -z _ - 2.71
decorre a aceleracao do fluido césmico!?,
a p* 4¢Pt
—=—=|l-—]. 2.72
a 16[ (eﬁzt_1)2] ( )
Uma inspecdo direta mostra que ¢/a muda de sinal no ponto 7. = (31In5v€)/2.
Notam-se as seguintes situacdes limites:
_oam _ g 4
—Z = [1- — 2.73
50 a() 6 (1—1)2] e 273)
a) vn . B 4 B
_— = 1 —_— 1 — x—, 274
t—00 a([) tilgo 16 [ Z(eﬁzt — 1)] 16 ( )
cuja expressao " M v denota a regra de L'Hospital para levantar a indeterminacao oo/ co.

Em termos da constante de acoplamento ndo minimo &, implicada pela equagdo (2.60) tal que

m? = * = 2/3¢, a aceleracdo a tempos tardios é

a Bt 1

I ~ B o 2.7
e a T 16 24f @.75)

12 Novello e Hartmann, 2019a.
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Figura 2.3: Solucdo exponencial: aceleragdo cosmica d(t)/a(t).

a(t)/a(t)

10+

— pB=1

= I I L [ I t ﬁ=2

.0 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 5=3

-10f — p=4

-20r|
O fator de expansdo césmica, a tempos tardios, € descrito por
32eP 141 Ln 3,

O = lim O(t) = lim — = —p. 2.76
Jim o) = lim == S 2p (2.76)

Tal resultado nos sugere que soma da densidade de energia total p com a pressao total p, na

historia tardia do Universo, tende a uma constante.

O fato de p e p envolverem a funcdo hipergeométrica nos impede reconhecer, de imediato,
a confirmagdo do resultado obtido. E possivel, entretanto, tomar outro caminho possivel na

floresta.

A inspecao direta da eq.(2.60) revela que o escalar de curvatura, assim como na TGR, € constante,
porém, diferentemente do caso com acoplamento minimo "puro", é ndo nula, pois satisfaz a

relacdo

R=—. 2.77

2% (2.77)
Tal resultado € dependente do procedimento de média do campo eletromagnético, assim como
ocorre na teoria tradicional. Logo, surge a questdo: o valor constante do escalar de curvatura
R € compativel com a dinamica de F, v ? De fato, se o escalar da curvatura satisfaz a relagao
(2.77), entdo pela eq.(2.22), o campo eletromagnético segue, tal como na TGR, descrito pelas

equacgoes de Maxwell no vazio!3.

Portanto, a fonte de energia responsavel pela dindmica da geometria, a tempos tardios, € com-

pativel com uma constante cosmoldgica A, na forma

Ty = A&y (2.78)

3Equacées (9) da Introducio.
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de tal modo que A possui dependéncia com a constante de interagdo ndo minima &,
AN=—=—. (2.79)

Por outro lado, a tempos primordiais, quando 8%¢ << 1, a solucdo exponencial se comporta

como no caso tipico do acoplamento minimo,

a(t) ~ Vi (2.80)
3
o) ~ 5. 2.81)

Resta-nos, entdo, checar a seguinte questao: é a dindmica de 6(¢) compativel com a Equagao de

Raychaudhuri? Uma inspecao direta da eq.(2.60) retorna

. 62 0% 1 1
0+ — = ——4— = —(p+3p), 2.82
3 3 2e = 203 (2.82)
ou seja,
1
-4
L 2.83
p=a 3 (2.83)
1 1
_ - 2.84
P=3 6 (2.84)

Em sintese, a solucao exponencial para a evolucdo de 6 implica que fluido césmico se comporta
como um gés de fotons quando o fator de escala do Universo € muito pequeno, a << 1, e evolui
a tempos tardios dominado por uma constante cosmoldgica, quando a >> 1. Conclui-se que a

dindmica de 6(¢) € compativel com a Equagao de Raychaudhuri.

Com relagdo a constante cosmoldgica, poderia-se considerar a seguinte objecdo: a adicao de
uma nova constante A ao fator de expansdo 6(¢) poderia anular o efeito de A? Em outras
palavras, o fator 1/8¢ €, de fato, uma constante cosmoldgica ou um resquicio ficticio, eliminavel

formalmente?

A resposta € diretamente reconhecida a partir da equagdo que governa a dinamica de 6. Seja

382 P41
0=— 2.
R + (2.85)
Demonstra-se, por um célculo direto, que
1 —4£6 8592 0 (m? 2 0) (2.86)
- - = ==0, m-=—, =0). .
3 3¢
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Logo, a adi¢do de uma nova constante A é incompativel com a dindmica de 6 descrita pela

solucdo exponencial.

A nao-linearidade da TGR implica a ndo unicidade das solucdes as equacdes diferenciais.

Indicamos brevemente, a seguir, outras duas solu¢cdes matematicamente admissiveis.

(I.) Solugao hiperbdlica:

Vamos reconsiderar a dinamica de 6, obtida da conservagdo de energia. A expressao (2.60)

admite a solugdo hiperbdlica

_ 13 t—12¢
0(t) = 3\ 22 tanh( \/@ ) (2.87)

Figura 2.4: Solucido hiperbdlica: fator de expanséo 6(z).

o(t)
10f
: — :1
5l B
[ B=2
) -2 —l‘ 1 2 o ‘ p=3
— ﬂ:4

A dindmica do campo magnético provém da equacao diferencial (2.62). Seguindo o mesmo

caminho trilhado acima, encontra-se

Assim,

i 1
BAt) = —— G|iN/2,2 2.88
® 2¢& coshN1/2 cschN [l / ] (2.88)

sendo G a funcdo eliptica e

y= 712 (2.89)

N
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(II1.) Solucdo 6 = (X):

A equacdo para a conservacao de energia, no caso magnético, nos conduziu a duas dinamicas
da geometria que evoluem desacopladas do campo magnético. Tal situacdo, no entanto, nao nos
impede de considerarmos a seguinte questao: uma soluc¢do na qual a dinamica da geometria é
explicitamente dependente do campo magnético, 8 = §(X), € compativel com as equacdes de

campo obtidas no cendrio magnético?

Seja a equacdo para X,

.4
X+260X = 0. (2.90)

E possivel isolar 6 pela equacio de campo (2.5), que retorna

~4EX £ \[1662X2 4 3(1 +26 X)X
o= 4(1+2£X)

(2.91)

A solucdo positiva satisfaz a expansao positiva. Substituindo na expressdao para o campo

magnético, eq.(2.90),

. 2\2 X
X = X 2.92
V3 1 -66X (2.92)
A aceleragdo césmica € dada por
i 1 X  14£%X? TEX 8
- = — — 1662X2 + -(1+2£ X)X 2.93
a 1+2§X{2 tTe2ex  2iwzex) V16X HF2EX) 2.93)
12V6£%2 X X 1-4¢X
+[-3vee+ V6s ],/1 (7 6§X) (2.94)
Ji6ex2 81 +2exx° V1o ¢X " 1-6¢
1+4£X)X
(1+46X) } (2.95)
\/16§2X2+§(1+2§X)X
No limite em que & — 0, recupera-se o acoplamento minimo:
. 2V2
X = ix& (2.96)
V3
. 62 X X
3% = e = = (2.97)
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Nota-se que as solucdes (II.) e (IIl.) removem a singularidade da solucdo exponencial em ¢ = 0.
Diferentemente da solu¢do hiperbdlica, que ndo admite a interpretagdo fisica convencional do

campo magnético, o caso 6(X) merece um exame mais detalhado.

Figura 2.5: Estimativa da evolucéo do fator de escala do Universo a(t), para & = —0.05 e X(0) = a(0) =
1073,

100000 |

50000 ¢

-10000 -5000 5000 10000

Figura 2.6: Estimativa da evolugio do campo magnético B>(r), para & = —0.05 e X(0) = a(0) = 107>,

0.0025 |

0.0020 ¢

0.0015}

0.0010 |

0.0005 |
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Capitulo 3

BIFURCACOES NO UNIVERSO

No inicio dos anos 1980, os Professores Mario Novello e Ligia Rodrigues examinaram a possivel
ocorréncia de bifurcacdes no interior da TGR, geradas a partir de um cendrio cosmoldgico tipo

Friedman com viscosidade!.

Nesse tipo de descricdo cldssica do Universo, a pressao isotropica do tensor momento-energia €

escrita como um polindmio do fator de expansao 6,
p=p+ab+ Bt (3.1)

Consequentemente, processos dissipativos podem provocar pontos de bifurcagdo em equagdes

diferenciais nao-lineares e autbnomas (independentes explicitamente do tempo).

O presente capitulo € um retorno a essa questdo, tendo como orienta¢do a combinacdo minima
e nao minima das teorias de Einstein e Maxwell, sob a forte restricdo de fluido perfeito. O
exame das propriedades globais do espaco-tempo sugere a questdo: qual é o efeito sobre a
descricdo cldssica convencional se o acoplamento do campo eletromagnético com a gravitagao

€ ndo minimo e contém func¢des da curvatura?

Seja a teoria expressa pela lagrangiana?
¢
L =v-g(=— R—ZF+2CW(I)”V) (3.2)

A dinmicade g, €

1
R =5 R = ~Euy = L2y (3.3)
com a fonte ndo minima3

1 1 1 1
Zy 1= = 58 (Rye 7 + ZRF) + R, @, ° + R*F,, F,, ~ sR®,, + - FR,,

5 (1) puve Ty Ty
. 1 1 1
+§(D (y;v)8+ZE#;V _Eg"”(q) ;0'§P+§DF)_ EDCD#V. (1.31)

! Novello, 1982; Novello e Rodrigues, 1984.
2 Hartmann e Novello, 2019.
3Cf. Capitulo 1.
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O traco das equagdes de campo (3.3) €

R=1{(C,o" -E",,). (1.32)

A fonte de energia Z ,, por conter termos de interagio da curvatura com o campo eletromag-
nético, ndo € um tensor de energia-momento "puro”, tal como o tensor de Maxwell E,, . Por
conter fungdes da curvatura e derivadas do campo eletromagnético, a interpretagéo de Z,, em
termos de fluido perfeito €, aparentemente, invidvel. Com efeito, prosseguiremos pelo caminho

percorrido no Capitulo 2.

Como hipétese adicional a média de Tolman, relagdes (2.13)-(2.15) do Capitulo 2, pressupde-se

que a derivada temporal comuta com a média dos campos ao quadrado, ou seja,

0( EiE; ) = ( O,EE; ), (3.4)
0( BB ) = ( 8,B;B; ), (3.5)
0,( EiB; y = { O,EB; ). (3.6)

A validade desta segunda hipdtese € restrita a premissa expressa pela equagio (2.12): o proce-
dimento de média dos campos & e B € espacial, enquanto a dependéncia dos mesmos € apenas
temporal, de tal modo que a integracdo sobre todo o espaco-tempo ndo atua sobre a variacdo

temporal do campo.

Ap6s um cdlculo direto, a expressao geral de <Z W) resulta*

1 2
<va> = Mgﬂv+NvﬂvV+§(0'2+ I)X;s;(ﬂvy)v8+§(O'Z+1)9X;(#vv)

+ %(0'2 + DXR v, v, — %(0’2 + DX, + é(az -3)XR,,, (3.7)
com
M = —1(a2+1))2—i(a%l)eX—i(saz—l)xé—%azxez, (3.8)
6 18 18 9
N := —§(02 +1)X - %(0-2 +1)0X — g(o-2 +1)X6 - g(o-2 +1)X6°. (3.9)

O célculo pode ser conferido, termo a termo, no Apéndice A.

4 Hartmann e Novello, 2019.
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A semelhanca da decomposicdo de Z,,., equagdo (2.32) do Capitulo 2, obtém-se as expressoes

gerais das quantidades irredutiveis associadas, a saber: a densidade de energia
=M+N+ %(0'2 + DX, v+ 4—1(0'2 + 16X, v¥
Pz = 3 & 9 o
+2( 2+ 1)XR “ﬂ—l( 24 DX /”+1( 2_3)XR,, vV (3.10)
3@ Ty ARGy ViV .
a pressao isotropica

1 2 1 2 o 1 2
p; = -M + E(O’ + 1)DX— E(O’ + I)X;p;(r vPy? — ﬁ(()’ —3)XR
1 2
+ (02 =3 RV 3.11)

o fluxo de calor

1 1 2
g = +§(U2 + DX v - 5(0'2 + DX,V + §(0'2 +1oX)

2 1 1
- 5(0‘2 + 1)9X;ﬁvﬁv/l + 5(0'2 +1)XR, V" - 5(0'2 + 1)XR8ﬁvﬁv‘9v/l

1
—E(O'2+1)X

1
;(:8) vt 8(0-2 * 1)X;a;ﬁ vﬁvavﬂ

1 1 o
+6(02—3)XRMV'B—6((72—3)XRaﬁv Ay, (3.12)
e pressao anisotropica

1 1 o 1
JTLZB = —E(O'Z +DX )~ 6(0’2 +1DX,5 vPy Vv, + 6(0’2 —-3)XR,,

1 a 1 a
+ 6(0’2 - 3)XRaﬁvﬁv Vv, = 6(0'2 - 3)XRQ(IUVV)V

1
+ E(o-z+ )X

1
ip) VP, + E(O'2 +1)X

;(a;V)vavﬂ
+i(a'2+1)|:|Xh —i(0'2+1)X vy h
18 w18 o w
1 1 -
= g0 = DXRhyy + 75 (07 = XR VIV Dy, (3.13)

O célculo encontra-se registrado no Apéndice B.



42

Na representacdo de fluido perfeito, as componentes de qu) sao

1 L1 . 2 .
q(()z) _ +§(0_2+ X - §(O-Z+ X + 6(0-2+ 1)6X
2 2 L o L. o 0
— 5@+ DOX +2(07 + DXR’, = 207 + DXR,
1 2 . 1 2 . 1 2 1 2
_8(0- +1)X+8(0- +1)X+6(O- _3)XR00_6(0- _3)XR00
_o. (3.14)
C]i(Z) _o. (3.15)

(2)

As componentes de 7,

por sua vez, sao escritas

1 L1 1
Too™ = —2(@? + DX +2(07 = 3)X Ry + (07 ~3)XRy,

1 .2 1 .1 .

——(?+ DX = Z(0*=3)XR,, + —(c? + DX + —(c* + DX
6 6 6 6

= 0. (3.16)

7 9 =o. (3.17)

@_ L. 5
7'('..Z ——E(O' +1)X;(i;j)

1
+ 6("2 -3)XR;
1 2 1 2
+§(O' +1)DXgU—§(O' +1)X;O;Ogij

1 1
—15(07 =X Rgy; + 75(07 =3)X Ry,

1 0. 1 .
_E(0'2+1)2§Xgij+6(0'2—3)X[ (6+6%)g,; |

W | =

1, o P
+E(O' +1)[X+0X]gl]_ﬁ(o- +1)ng]
2

Lo bl + Lot sxis
18(0’ 3)X[29+30 ]gij+ 18(0‘ 3)X[6+ 3 ]gij

1 2 . 1 2 .

+i(o-2—3)X[3 1(9+92)+9’+6’—2—29'—4—102]5)..
18 3 3 3 Y
=0. (3.18)

Portanto, como o fluxo de calor g, e a pressdo anisotrépica nﬁfﬁ se anulam sob o procedimento

de média, a fonte de energia-momento ndo minima <Z W) satisfaz a estrutura de fluido perfeito.
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Consequentemente, a eq.(3.7) se reduz a forma

<Z,uV> = (pz+pz)v,uvv_ngyw (3.19)
com
1 2 . 1 2 . 1 2 2
p, = —6(0' +1)0X + 50' X0 — 6(0’ +1)X67, (3.20)
1, 5 . 1, 5 N S )
p, = g(o- +1)X + 5(0- +1)6X + §(20- +1)X6 + g(o- +1)X6°. (3.21)
O trago de (Z uv> se reduz a
o 3 ) 1, 7 .. 1_. 2_,
(Z) =¢"(Z,) =-(c"+ 1)[§X+86X+§X6+§X9 . (3.22)

A partir da representacdo de fluido perfeito, as equacdes de campo de densidade e conservagao

de energia assumem a forma ja conhecida,

92
p=3 (2.5)
p+(p+p)d =0, (2.6)

uma vez que a densidade total p e a pressao total p contém as contribuicdes de Maxwell (py, py)

e da fonte ndo-minima (p_, p,), ou seja,

pi=py+ips (323)

pP=p,+{p,. (3.24)

Com isso, pela substituicdo das expressdes de p, e p, obtidas, as equagdes (2.5)-(2.6) resultam

. 20% 2
3X+0(-0X+ —— X —60°X) = — 3.25
{( o?+1 ) 3 ( )
.2 202 . o?-1.. 40%-1 .
3X+-6X + X0+ X0+ — X06) = 0. 3.26
3 5(0'2+1 o?+1 302+1 ) ( )

Antes de passar ao exame de algumas solu¢des cosmoldgicas, vamos tratar das condicdes formais

para a existéncia de pontos de bifurcagdo.
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Sejam p e g duas varidveis que caracterizam um sistema fisico - descrito no plano de fase (p, q)

- cuja evolugdo no tempo ¢ € dado pelo sistema autdbnomo planar de equagdes diferenciais?

p=fp.q4)

q=h(p,q, 1),

(3.27)

onde f e h sdo, em geral, funcdes ndo-lineares. O sistema é chamado auténomo porqué o lado
direito do par de equacdes (3.27) ndo contém dependéncia explicita com o tempo ¢. O pardmetro

A, com dominio no eixo real, caracteriza interacdes especiais entre as partes do sistema fisico®.

Os estados de equilibrio do sistema (3.27) sdo dados pelos pontos no plano de fase (p,q), nos
quais f e h sdo simultaneamente aniquilados. Um estado de equilibrio multiplo é denominado
um ponto de bifurcacdo se, para um dado valor do parametro livre 4,, 0 comportamento

topoldgico das curvas integrais varia descontinuamente quando passa pelo valor A,.

A existéncia de um ponto de bifurcacao no sistema dinamico € testada por meio do Teorema de
Bendixson, segundo o qual o indice de Poincaré - que é um tipo de medida das propriedades
topoldgicas na vizinhanca do ponto singular - de um estado de equilibrio multiplo é dado pela

relacdo

E-H
Iy=—5—+1, (3.28)

em que E e H representam, no plano de fase, o ndmero dos setores eliptico e hiperbdlico,

respectivamente.

A modificacdo abrupta do comportamento dindmico das curvas integrais no plano de fase
implica a perda do cariter deterministico nas propriedades métricas do Universo, mesmo em

uma descri¢ao cldssica.
Por estado fundamental do Universo, internamente a teoria da gravitacdo, denomina-se a com-
patibilidade das equa¢des de campo com uma solugdo cosmoldgica a expansao constante,

0 :=0,. (3.29)

Vamos considerar a seguinte questdo: é possivel .Z, interpretada como fluido perfeito, gerar
uma situacdo a expansao constante, na qual a soma da densidade total de energia com a pressao

isotropica total seja nula, isto €, uma situagao tal que

py+py+{(p,+p;)=0? (3.30)

> Andronov et al., 1973, cap.3.
5Novello e Rodrigues, 1984.
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De fato, a combinagao das expressoes (3.20) e (3.21), a 8 constante, nos conduz a dinamica’
4X +L (X +6,X) =0, (3.31)

A solugdo analitica € imediata, dispensando do ponto de vista formal o exame da ED 3.31 sob

outros caminhos que a matemadtica dispde. A solug¢do exponencial, por exemplo,
X(t) = Ap + Xoe™ (3.32)

¢ admissivel se

m:—%(l-_l- J1-4/7). (3.33)

No entanto, a riqueza das questdes que a cosmologia suscita nos conduz a busca de uma
propriedade que ndo estd contida na solucao analitica. Se considerarmos a andlise qualitativa
de sistemas dindmicos, podemos abordar a seguinte questdo: € possivel a topologia do sistema

dindmico descrevendo tal solu¢do cosmoldgica variar com o tempo?

Com um exame simples e direto, a ED (3.31) torna-se o sistema dindmico autbnomo planar
X=Y,

4 (3.34)
Y = ——X-6,Y.
¢

A matriz associada A = 9(X,Y)/0(X,Y) retorna

0 ! (3.35)
_4/{ _90 . .

O determinante € positivo quando £ > 0. Nesse caso, o ponto de equilibrio € focal, estavel para
0, positivo e instavel para 6, negativo (cf. Figura 3.1a). Quando a constante de interacdo nao
minima € negativa, o determinante é negativo e o ponto de equilibrio é uma sela (cf. Figura
3.1b).

Se detA # 0, hd um tnico ponto critico na origem do sistema, (X,Y) = (0,0). O caso

lim detA=0 (3.36)

{—00
implica linhas inteiras de pontos singulares.

O estado fundamental de . implica, portanto, ponto de bifurcagdo (Fig. 3.1).

7 Hartmann e Novello, 2019.
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Figura 3.1: Caso p+p=0,com 6, >0 (aesq.) e 8, <0 (a dir.).

(a) detA > O:

Com efeito, a conjetura sob investigacdo, enunciada pela lagrangiana (3.2), assimila a estrutura
de fluido perfeito e revela, em seu estado fundamental subjacente, a configuracdo estaciondria
tipo de Sitter. Ocorre que, se a soma da distribuicao de energia total e da pressao anula-se, entao

pela equacdo de Raychaudhuri,
0 =0, (3.37)
ou seja, o tensor energia-momento equivale a densidade de energia constante,
Ty = Po &uy- (3.38)

De imediato, instala-se a questiio: qual é a origem da expansio (constante) do fluido césmico? E
exatamente aqui que entra em cena o desafio apresentado por de Sitter. Ainda que a distribui¢ao
total da "matéria-do-mundo"?® seja nula, é possivel obter uma descricio compativel com as
equacgoes de Einstein — desde que o principio de Mach seja abandonado. A compatibilidade,
por sua vez, repousa sobre uma nova quantidade, introduzida por Einstein® sem contrapartida
na fisica tradicional, que caracteriza a evolug¢do global do Universo — trata-se da constante

cosmologica.

8Termo com o qual de Sitter, 1917, caracteriza a proposta de Einstein, guiada pelo principio de Mach. A
posi¢cdo de Einstein, em defesa de (i.) um Universo estdtico e (ii.) preenchido de matéria, é frequentemente
aventada em suas cartas a Weyl, Felix Klein e Gustav Mie, Einstein, 1914-1917.

%Einstein, 1917.
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Cabe, dessa forma, examinar sob quais condi¢des a solu¢do cosmolégica fundamental, obtida
da relacdo (3.30), é compativel com uma constante cosmoldgica, responsédvel pela evolugdo

dinamica do Universo.

Uma condi¢do necessdria a compatibilidade da potencial constante cosmoldgica A com a solug¢ao

estaciondria estd na possibibilidade de a dinAmica admitir uma solucdo a X := B2 constante.

Da condig¢do (3.30), a parte constante da solucdo exata (3.32) anula-se, tornando a questiao sob

exame prima facie contestdvel. Curiosamente, se tomarmos a segunda equagdo da métrica,

92
po= 2.5)
a parte constante da solucdo (3.32) revela:
2 2
o +1 7]
(1- geg) 5 A= 3" (3.39)

E notével o fato de todas as propriedades da solucdo constante dependerem da constante de
acoplamento ndo minimo ¢ e do pardmetro o2, que relaciona as partes elétrica e magnética do

campo eletromagnético (sob média).

Em sintese, uma nova constante cosmoldgica A = A((), descrita pela relacio

_l _é 2 2
A= (1-563) (07 + D Ao (3.40)

emerge do fluido c6smico em seu estado de vazio.

Caracteriza-se, portanto, a solu¢do cosmoldgica encontrada por Willem de Sitter!?, isto €, a

configuracio de Universo estaciondrio.

Estados de supressdo da energia

O fluido césmico descrito pelas equagdes de campo sob média contém potencialmente, a ex-
pansdo constante, um estado no qual a energia total gerada pela combinacdo dos acoplamentos

minimo e ndo minimo nao rege a gravitacao'!. Como isso € possivel?

104e Sitter, 1917.
'Hartmann e Novello, 2019.
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Considere a situagc@o sob as seguintes condi¢des: i) a soma da densidade de energia da parte
minimamente acoplada p, com a parte ndo-minimamente acoplada p, € nula; ii) a soma da
pressao da parte minimamente acoplada p,, com a parte ndo-minimamente acoplada p, € nula;

ou seja,

D p,+lp, =0, (3.41)

i) p,+ip,=0. (3.42)

A dindmica do fluido césmico, sob as condi¢des de supressao de energia, € descrita pelo sistema

de equacdes diferenciais

3X - g(@OX + egx) =0, (3.43)

X+ g()’é +2600X + egx) = 0. (3.44)

A compatibilidade das equacdes ¢ satisfeita mediante uma solucgdo do tipo exponencial, X(¢) =

X,expmt. Da condi¢do i), tem-se que

3- (62
m= 366 o (3.45)
{6
cuja combinacao com a condi¢ao ii) retorna

9
62 =-2, (3.46)

4

) 4

B2(1) = B, exp(—gé’ot). (3.47)

Podemos afirmar a seguinte conclusiao: a combinagdo dos acoplamentos minimo € nao-minimo
da gravitacdo com o campo eletromagnético pode aniquilar o efeito do campo eletromagnético

sobre a gravitacdo em um Universo a expansao constante.

Quem € responsavel por conduzir a gravitacao? Poderia ser uma constante cosmoldgica, depen-

dente da constante de acoplamento ndo minimo £? Um olhar atento a equacdo de campo

92

=73 2?7

revela, pela condi¢do i), que a constante cosmoldgica em questdo deve ser nula,

62 3
py+§pZ:?°:—Z:O. (3.48)
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De fato, essa situacdo demonstra explicitamente que gravitacdo gera gravitacdo. Ou seja, a

natureza nao linear da interagdo gravitacional € responsdvel pela compatibilidade de tal processo.

Nota-se que, ao fixar a relacio entre o fator de expansao 6, e a constante de acoplamento nio-
minimo ¢, perde-se o cardter indeterminado do sistema. Em outras palavras, ndo hd bifurcagdes

em tais estados de supressdo de energia.

Um inspecdo direta da equacdo diferencial (3.44) implica o sistema dinamico

X=v, (3.49)

. 1
y = —(93 n Z)X 26,7, (3.50)

do qual resulta o determinante positivo 862/9. Logo, nio existe ponto de bifurca¢io no estado

de energia suprimida.

A propriedade de aniquilacao da energia do campo gravitacional, acoplado minima e ndo-
minimamente com outro campo, ndo € restrita ao campo eletromagnético. A combinacdo de
acoplamentos minimo e nao-minimo do campo escalar!? com a gravitagdo também exibe estados

que violam o principio de a¢do e reacao.

12Novello e Hartmann, 2019b.
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Capitulo 4

GEOMETRIA WIST

A Teoria Geral da Relatividade foi arquitetada a partir da hipétese segundo a qual a estrutura do

espaco-tempo pode ser representada por uma variedade riemanniana 4-dimensional. A relacdo

a

u ,,} € expressa pela condicao de

entre o tensor métrico g,, e a conexdo de Levi Civita' {

metricidade?

Suvia *= 8uva T {“ﬁ"} Epv ~ {Vﬁa} 8up = 0. 4.1

Ocorre que metricidade e afinidade sdo conceitos geométricos independentes3. O primeiro
compreende medidas de comprimentos, dngulos, dreas e volumes; enquanto o segundo refere-se

as propriedades que permanecem invariantes sob translagdes, como a de paralelismo.

Por conseguinte, a associacdo entre conexao e métrica - da forma I' = I'(g, dg) - ndo € univo-
camente definida. De fato, a constatacdo de tal premissa conduziu Elie Cartan a trilhar outro
caminho na formulacdo de uma teoria da gravitacdo. Em sua monografia de 1924, Cartan

introduz uma conexdo ndo-métrica por meio do calculo exterior de formas diferenciais*.

A possibilidade de construir a relacdo entre conexao e métrica, no contexto da TGR, via
principio variacional passou a ser discutida em 1925, quando Einstein atribui a Palatini®> o
seguinte caminho metodoldégico: a acdo S:=8 [¢,T] pode ser tratada como um funcional de

dois campos dinamicamente independentes - o tensor métrico g, € a conexdo afim I'y,, de tal

modo que a variagdo 6S = 0 implica 6, = 0 e 61, = 0 separadamente.

Vamos reconsiderar a a¢do da gravitagdo acoplada minimamente ao campo eletromagnético®,
3—/\/_(1R CzF)d“x 4.2)
- VT Ty ‘ '

A variagdo 68 requer duas variagdes de campo independentes, 0g,,, € 01, a saber

e
N 1 1 y
oS = ‘/\/—g [Z(Ruv_iRguv)"'EuV]ég# d*x

1 1
+ / V=8 [(V=8 8" = 5(v=8 8"Ned"s = 3(V=8 870" 0T, d'x,  (4.3)

'Neste capitulo, as gamas I';j, denotam uma conexao afim de um caso especial da geometria de Weyl.
ZNovello, 2010, cap. 1.

3Weyl, 1923, cap.2.

#Uma discussio da geometria de Cartan é feita, por exemplo, por Novello, 1979b.

SPalatini, 1919.

®Capitulo 1, eq.(4).
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onde a dupla barra denota a derivagdo covariante com relagdo a I'y, .

A dinmicade g, €

1
Ruv — ERg’uV = —KEW . “4.4)

A relagdo entre g, e Iy,

, por sua vez, ¢ deduzida da variagdo 61, que implica

1 1
(V=8 8" )ja — E(V—g g )1ed”y — 5(\/—8 86", =0. (4.5)
Esta, por sua vez, € satisfeita somente se

(V=g &")ja = 0. (4.6)
Portanto,

Euvlja = 0 4.7)

ou seja, g, satisfaz a condi¢do de metricidade (4.1). Em sintese, pela variagdo a Palatini, a
interacdo gravitacional minima com o campo eletromagnético implica a variedade riemanniana.
As equagdes de campo (4.4) coincidem com a expressao (7), obtida pelo procedimento usual da

TGR, denominado na literatura de principio variacional métrico.

Conquista-se, assim, uma nova compreensao acerca da estrutura do espaco-tempo: a questao
acerca de como caracterizar a geometria do espago-tempo deixa de ser fixada por livre escolha

e passa a depender da sua origem dindmica’.

Consequentemente, somos confrontados pela seguinte questdo: o que ocorre com a dedugao da
estrutura do espacgo-tempo a partir da acdo de Einstein-Hilbert ao se introduzir, por exemplo, a
interacdo da geometria com a matéria? A resposta depende do modo pelo qual matéria e campo

estdo acoplados?.

Se a lagrangiana descreve uma interacdo gravitacional minima, entdo a variacdo via Palatini
implica a métrica riemanniana. Tal resultado, como mostrado acima, € direto e esperado, visto

que a variag¢do 61, incide unicamente sobre a agéo da gravitagdo.

A situacdo torna-se distinta se a lagrangiana descreve uma intera¢do nao minima da gravitagao

com a matéria.

"Novello e Bergliaffa, 2008, §3.2.
8Novello, 2010.



Vamos considerar a interagdo gravitacional ndo minima descrita pela acao

A 1 € 4
S = \/—_g(ﬂR—ZF+§RF)d X.

A dinamica de g v via Palatini, é dada por

1

R,uv _ERg/.tV = _E,LtV _fzyv’

com

, 1
Zyy = (Ry = 5Rg,,) F ~2R®,,.

A variagdo 61", por sua vez, requer

(V-8 Qg")je =0,
sendo

Q:=1+&F.
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(4.8)

4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

Arelacdo (4.11) mostra que, ao contrdrio da condi¢ao de metricidade (4.1), a derivada covariante

da métrica g, € ndo nula e satisfaz a condigéo geral de ndo-metricidade®
— £ & _
gﬂv”a’ = 8uva - ua 8ev - va 8use = 8uvWas
tal que

w, = —(InQ), .

(4.13)

(4.14)

O vetor w, € conhecido como vetor de Weyl'© e constitui condi¢cdo necessaria e suficiente para

a definicdo de uma extensao da geometria de Riemann denominada!! Espaco-Tempo Integravel

de Weyl.

9Novello, 2010, §4.6.
10Weyl, 1923.

Weyl Integrable Space-Time (WIST), cf. Novello e Heintzmann, 1983; Novello e Bergliaffa, 2008, §3.2.1;

Scholz, 2018.
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A estrutura WIST € conformalmente riemanniana'?, ou seja,

dst,or = f2(x) dsk.,, - (4.15)

Pela soma das permutagdes ciclicas dos indices na equacao (4.13), a relacdo explicita da conexao

afim I“Z‘V ¢ dada por
(07 a l (07 (07 (07
T = = 5 (67w, +8%w, = 8,07, (4.16)
O Tensor Curvatura de Riemann R“H v N2 Geometria WIST, € definido em termos da derivada
covariante com respeito a Fﬁv, ou seja, na forma!3
a L . pa B
Yoy =V il = R gV (4.17)
de tal modo que
_ Y
R“#BV = Fc’#ﬁ’v - I““W,B + F“Vyl“ W~ F“ﬁgl“gw . (4.18)
Assim, para descrevermos R"# 5y DA Geometria Riemanniana, basta combinar a curvatura de
Riemann, eq. (4.18), com a expressao (4.16) da conexao Fﬁw que resulta
R* =R + 16“ w + 1w 0%+ =—w?
N O R V| B T TH V- A BY v 8 Blu
+15” W W +l(50‘ w w(r+l w_w? (4.19)
20 VAW T 10 (88vinVe 28uW W -
onde
— y
R upv — {#aﬁ}h/ - {yay}w"' {vay}{ﬂ ﬁ} - {,Bag}{vglu} . (420)

Tomando a primeira contragdo, obtém-se para o Tensor de Ricci R, a expressdo

— 1 3 1 1
R, =R, +=w w,w, — = (w

__W —_—— @
1234 1224 2V;ﬂ ZM;V 2 H 2

a
@~ W) &y (4.21)
Contraindo novamente, escreve-se o escalar de curvatura R,

— 3
R=R-3w", + Ewaw“. (4.22)

IZNovello e Heintzmann, 1983.
13Oliveira, 1988, cap. 3.
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A partir dessas expressdes gerais, vamos reescrever o Tensor de Ricci R,, e seu escalar R em

termos da estrutura riemanniana associada, na representacao de fluido perfeito.

Na métrica isotrépica e homogénea, o vetor de Weyl escreve-se

Q
w, 1= (-InQ), =~ 6. (4.23)

As componentes da derivada covariante!4 do vetor de Weyl, na geometria de Riemann, sdao

Q Q)2
Woio = Woo = —[5 _ (5) ] (4.24)
] Q 0 Q
ST S
Logo,
QO O\ 0Q 0 Q
L= =2 () 82 g0 - 22, 426
Wi = | Q+(Q) 39] 305 (420

De acordo com as expressoes (4.21) e (4.22), obtém-se

Q 3

— Q2 0Q 1Q 5 Q
R, =R, [——— )———] [—— —9—] 427
w 0 2(9 3ol T 20 s alse *4-27)
e
— 1Q 1/Q2 Q
- Rol-4(8) +of]
+31575l5) *9% (4.28)
O lado direito das equagdes de campo (4.9) é
1 — —_ _
R/iv_ERg,uv :R,uv Rg,uv+Y/1w (4.29)
com
— Q 3,02 0Q Q 3/Q\2 2 Q
B 12 I
w QZ(Q 3QVV+Q4Q) 37 qléw (4.30)

A fonte de energia da interagdo ndo-minima Z,,, , por sua vez, € descrita na Geometria Rieman-

niana pela expressao

. — — Q 1,02 O
ZW:ZW+FYW—6[———( ) +9—]c1>

4.31
Q 2\Q Q (4.31)

v

4Denotada por ponto e virgula, como nos capitulos anteriores.
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Seguindo o procedimento de média introduzido no Capitulo 2, encontramos por um calculo

direto que <Z v > ¢ redutivel a representacdo de fluido perfeito, ou seja,

<ZW> = (pz+pz)vﬂvv —D:8uv> (4.32)
com
. 1 Q 3 0)\2 Q
P, = —402X9—2(02+§)X92—302X§+§(302—1)X(§) —2007+DXOS (433)
4 . 2 Q1 Q2 2 Q
= X0+ 50 =5) X0 =2 X = 4 ~ (o2 1X—) (o2 —a)x0= 434

De imediato, constata-se que, da hipdtese de equiparticdo de energia entre as partes elétrica
&2(t) e magnética B2(t) do tensor de Faraday, decorre o limite riemanniano da teoria. Isto &, o

caso o> = 1 implica
F=0—= Q=1. (4.35)

Logo, g = 0. Consequentemente, a densidade de energia p, e a pressdo p, estdo relacionados,

wila
.8,
p=3p. = ~4X0- X6, (4.36)

As equagdes de campo para a métrica se reduzem a

_ 1— _
R, - 5R 8 = —KkT,, (4.37)
com
— 4 1
T,uv = gpvyvv - gpg,uv’ (4.38)
€
p=py+E&p,. (4.39)

Somos, assim, conduzidos a seguinte questdo: sao as equagdes de campo compativeis com tal

resultado?

Da expressdo para a conservagao de energia (2.6), escreve-se

4
p+3p0 =0, (4.40)
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que resulta

(X + gxe)(1—4gé—§§02) —4£X6 —ggxez' =0, (4.41)
ou ainda,
d i —aco-Bery — 4
—(InX) = dt[ln(l 4£60 - 2£0 )] 20 (4.42)

A integral primeira € dada por

X(1) Xp (—g / 0drt) (4.43)

= c
1-4£0-3¢62
Da equagio de campo p = 67/3,

.8, 0
X(1—4§9—§§9 ) = 3 (4.44)
Pela expressao (4.43), encontra-se de imediato a equagdo de Raychaudhuri,
92

0+ 3 =P (4.45)

Logo, p = a™*.

Por fim, vamos mostrar um modo de interac@o gravitacional ndo minima que, pelo procedimento

a la Palatini, implica uma geometria ndo-riemanianna e nao-WIST.

Seja a acao
S = /\/—_g(iR - C—2F +ic D) d*x (4.46)
2k 4 2 ' '
A dinamica de g, € descrita por
1 A
Ruv - ERg/JV = _Eyv - (va’ (4.47)

com

5 1 ;o1 o opor 1 1
Zyy 1= =58 (Rpy @7+ RF) 4 R, 8, °+ R F,, Fp = 5R®,, + 7FR,,.  (448)

Da variacao 61“;;, obtém-se

gyv;cx = _{Euv;a' (449)

Nesse caso, o lado direito da relacdo de ndo-metricidade nao satisfaz a estrutura WIST, visto

que E,,., ndo pode ser escrito em termos do vetor de Weyl w, .
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CONSIDERACOES FINAIS

A Teoria Geral da Relatividade €, desde a sua concep¢do, uma teoria aberta: ainda que auto-
consistente, requisito 16gico para a compleicao de uma teoria fisica, contém em si as condi¢des

para a autocritica de seus principios.

A investigacao das interacdes gravitacionais ndo minimas constitui uma trilha dessa autocritica
interna 2 TGR. E herdeira do programa de investigacdo iniciado em 19155, pelo qual a TGR

foi o primeiro passo na tentativa de elaborar uma descricao do universo testdvel empiricamente.
Podemos ressaltar alguns aspectos relevantes do presente trabalho.

(i.) A gravitagdo nao minimamente acoplada ao campo eletromagnético gera uma fonte de
energia que deixa de ser puramente eletromagnética e passa a ser uma combina¢do desta com
a curvatura do espago-tempo. Trata-se, portanto, de uma reinterpretagdo do tensor de energia

convencional da cosmologia.

(ii.) A nova fonte de energia consiste tdo somente de campos fisicos conhecidos — o gravitacional

e o eletromagnético.

(iii.) A interagdo da gravitacdo com o campo eletromagnético, por meio do acoplamento
Iz = ¢£RF, torna-se responsavel por gerar a aceleracao do universo a tempos tardios, ou seja, a

aceleracao da presente época cosmica.

A questdo que, de imediato, tal resultado coloca é: como sustentar, racionalmente, que a
aceleracdo cosmica € causada por uma fonte de energia desconhecida — como a ‘energia escura’
—, se € possivel afirmar que tal aceleragdo é gerada pela interacdo da gravitacio com o campo

eletromagnético?

(iv.) Por meio dos acoplamentos C,, ®*" e W . F @BFRY a gravitagdo torna-se responsavel

afuv
por eliminar a dependéncia local do campo eletromagnético sob acdo de um mapeamento dual.
(v.) A dindmica gerada pela intera¢do ndao-minima {C,,, ®*” € compativel com a representacao
de fluido perfeito. O estado fundamental desse fluido, em um cendrio magnético, possui como

limite assintético a configuracao de espaco tipo de Sitter.

(vi.) A ocorréncia de pontos de bifurcacao internamente a TGR, combinada ao acoplamento
{C,, @, € um exemplo concreto de que o comportamento do sistema dindmico descrevendo a
solu¢do cosmoldgica nao € absoluto. Ao contrdrio, a evolugdo do sistema dindmico encontrado

¢ suscetivel a mudancga, potencialmente multiplo e necessariamente incompleto.

I5Einstein, 1915.
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O indeterminismo presente no sistema ocorre tdo somente na vizinhanga do ponto de bifurca-
cdo. O campo de Maxwell, protétipo de testabilidade da teoria cldssica de campos, pode ser
responsdvel, ao interagir diretamente com a gravitagdo, por romper com a ordem determinista de
certas situagdes cosmoldgicas, mesmo sob a forte restricao de interpretarmos a fonte de energia

total como fluido perfeito.

(vii.) O fluido perfeito gerado pela combinagdo da TGR com a interag¢do {C,,, ®” € compativel
com estados nos quais a energia do acoplamento minimo (f6tons convencionais) é anulada pela
energia da interacdo ndo-minima, de tal modo que a criagdo do campo gravitacional ocorre

mediante a agdo de uma nova constante cosmoldgica, gerada pela fonte ndo-minima.

Consequentemente, hd uma espécie de violacao do principio de a¢ao e reagdo, visto que o campo
gravitacional atua dinamicamente e as equacdes de movimento, por sua vez, ndo atuam sobre o

campo gravitacional.

(viii.) A TGR € capaz de gerar dinamicamente a geometria do espago-tempo, inclusive estruturas
ndo-riemannianas. Qual € a geometria do espaco-tempo? Sob a perspectiva da variacdo a
Palatini, a resposta passa a depender do modo pelo qual escolhemos representar a interagao

gravitacional.

O acoplamento £RF, via Palatini, gera um caso especial da geometria de Weyl denominada
WIST. A fonte de energia total € redutivel a representacao de fluido perfeito. Sob a hipétese de
equiparticdao de energia das componentes elétrica e magnética, a estrutura WIST € reduzida a

geometria riemanniana associada, que coincide exatamente com a era de radiacdo da teoria.

O presente trabalho ndo se constitui enquanto producdo de uma teoria candidata a um novo
paradigma, isto €, uma teoria que deve substituir o paradigma vigente na cosmologia. A razao
¢ simples: o discurso paradigmatico da atividade cientifica permite trilhar uma tnica trajetéria

de escape: a “fisica nova”.

Considerar a possibilidade de existirem interacdes gravitacionais nio minimas com a radiagcdo
€ realizar o movimento contrdrio aquele pretendido pela fixacdo de paradigmas, uma vez que
se trata de uma descricdo da evolucao do universo tdo somente a partir de campos fisicos

conhecidos — o gravitacional e o eletromagnético.

Se considerarmos que as condi¢des para a refundacdo da fisica estdo dadas na sua propria
tradicao racional!®, talvez seja possivel discutir o seu avanco para além da substituicio de um

paradigma por outro.

A cosmologia, forjada desde os filésofos gregos sob a tradi¢do da critica racional, € irredutivel a

atitude paradigmatica. Ao manter abertos os caminhos ji conhecidos, problematiza os principios

1®Hartmann, 2013, cap.1.
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até entdo vigentes, revisita conclusoes efémeras e revitaliza a disposicao humana a busca pela

compreensao do universo.
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Apéndice A

CALCULO DA MEDIA
Seja a interacao ndo minima
Z = \/%gCW(D“", (1.22)

cuja fonte de energia é dada pela expressao

1 1 1 1
Z,, = ~3 8 (R @7 + ZRF) +R,(, @, +RF, F,, - SR+ FR,,
1., 1 oo 1 1
+ E(D (M;V)E+ZE#;V _EgNV((D ;0';,0+§DF)_ ED(D#V, (1.31)

Calcula-se, a seguir, a média de Z v

<Z W) na métrica espacialmente isotropica e homogénea; e, por fim, no cendrio magnético, ou

termo a termo. ApOs obter a expressdo geral, escreve-se

seja, no caso em que

&> =’ B? = 52X, (A.1)
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1 1 1 1
-5 gW(Rp(T<CDp”> + ZRF) = _Eg,uv(Rp(T (mvPv7 +2gP7 )+ ZR(_ZX))
1 1
:_Eg,uv(nRoo"_(Z_EX)R)
1 2 0 2 1 2
:—ng(g((‘} + 8B )Roo—g(a + 8B )R)
1 ’ ) 1
:—gg'uv(S +8 )[ROO—ZR], (A2)
onde
2 2 2 1 2 2 2 2
n:= 5(8 + B°), Y= §(8 —28B), Y =& -8B~ (A.3)

Na métrica isotropica e homogénea, dada pelas relagdes (??) e (??), segue-se de (A.2):

1 1 1 R S N
5 8 (R (¥77) + TRF) = =3 8,,, (6 + 8 )[9+§9 - (26430 )]

1 :
=<8 (E*+8%)6. (A.4)

No cendrio magnético,

1 - I .
=5 8 (Rpr (@F7) + IRF) = —<(1+07) X0 g,,. (A5)



Nota-se que
(R°,®,.) = nR®,v,v. +IR,,
(R°,®,.) = nR® v, v, +ZR,,.
Assim,
(R°,®,),) = NR°,v, v, +2%R,,

(u"v)

No cenério magnético,

2 2
(R°,®,,) = §(o-z+1)XR8 v )v8+§(a'2—2)XRW.

(u"v

2 2
3 (E*+B*)R®, v v, + 3 (E*-28%)R,,.
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(A.6)

(A.7)
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R7F, F,, =R (E,v,-E,v, +nPH Yy B ) (E,v, —Eyv, +nwaﬁv0‘8ﬁ)

= RPU{SPSVVﬂvU -&,E,v,v, +nmaﬁvﬂv“8p8ﬁ
-&,86,v,v, +8,86,v,v, —nvmﬂvpvacgﬂBﬂ

+ np’“‘“v(, v, 6,8, - np““lvvvk@aga - ghhe VQVKBﬁB/I } . (A.8)

voaf

Sob a hipétese de média,

1 2
RP‘T<Fpﬂ F,y)= ng‘T{S (=8 VYo + oo VuVy + Vo Ve = 8o VoV )

kA 2B
— PR vy (-8B 6/1)}

voaf

1
= §{82 (=R, 7v, vy +Rv, v, + R, Vv g, =R v v,)

-+82R“7£$ngm}

1
= 582 (—R‘T(#vv)va +Rv, v, +R,, vV g, )

1
+ 3 BERIT {80 (5455 — Oh0%) + 5L (515% — oli6s) — o (olios — elist) | v

K

— _82(_R0'

£,,0
3 vv)v0+Rvﬂvv+Rpav % gw,)

(u

2
+ 58 (R,uv —Rvavav# +Rpgvpvagﬂv - Rpﬂvvvp - Rg,, +Rv,v, )

1 1
=3 (&? +82)R”(#vv)v0 + 5(82 +32)Rvﬂvv
1

1 1
+ 3 (&? +82)Rp0vpvagw, + —Bsz 3

3 B’Rg,,, - (A.9)

Em termos de fluido perfeito,

2 . 4 1 o1
RF(F, F,,) = [5(52+82)9+5(82+32)92]WV + [5(82—BZ)G+§(82—382)02] Ly
1

1 o
—5(8 +B°)R’ v)vg+3

2
WV B°R,,. (A.10)

No cendrio magnético,
RF7(F,, F,, )= [g( 2+1)X9'+i( 2+ 1)X6%] +[1( 2—1))(9’+1( 2-3)X6?]
ouFve) = 30' 90' Vv 30‘ 90' 8y
1, 1
—5(0' +1)XR”(#VV)VG+§XRW. (A.11)

o S
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1 1
—§R<(DW> = _ER (nv#vv +Zgw,)

1.2 1
=3 R[5E+8%),v, +3(E7-28)g,, |

1 1
=-3(E +B)Rv,v, - (E-28")Rg,, (A.12)

Na métrica isotrpica e homogénea,
1 2 00 vy Yo o2
—§R<®W> = [—5(8 +8B )9—5(8 +8°)60% v, v,
1 .2
+[—5(82—282)9—§(82—282)02]gw. (A.13)
No cendrio magnético,

1 2 . 4
—§R<(DW> = [—§(0'2+1)X9—§(0'2+1)X02]vﬂvv

# 5 0? =2 X0~ 3 (0 ~2) X6 (A.14)

uv-



1
u;V;a> = 5(77"8"/1 +25£u)

Vi€

1 E
> (@

_ & & e &
= (Vv e v, vy, + 2.6 'u);g

D= =

& & &

e

& & &
FN VIV VeV IV Ve

+n;8v‘9vﬂ , e

&
: &V TV vﬂ;v;8+2.

,v;/t)
_ 1 & .
- E{n;v;s v v,u + U;V 60 Vﬂ + n;vv,u
0 0 0 )
+n;8(§h8v)vu + 77( §hgv);gvu + 77( ghgv)(gh,ue)

0 0
hﬂ") T e(ghw’) T n(ghﬂv);svg + z“;v;,u}

1

1
= E{n;y;g VOV, + 01, v, + gn;se(ésv —v‘gvv)vlu

1 1
+ gn[é;ghgv +6(—v®y, );8]v’u + " ° heh®,

1. 1 1
+210h,, + 21 thw + =7 [O;Shw +O0(-v,v, );8] ve + o }

3 3 3

Decorrem as relagdes:

hushgv = (gus _vuvs)(égv _vsvv) =8y ~VuVy = huv'

(Vo)) Vi = VoV Y Vv, = 0 v, 0, = 0V,
(vuvy). v = vV, v, v =0, v 0, =0,
Logo,
1 1 1 1
5 (O° e = E{n;v;a VOV 0y, + 30y = 310V,
1 1. 1, 1,
+ gne;vvﬂ - §n9 A §n9 Vv, + §n0 h,,

I, 1 |
+310h, + §n92hw + 310 R, + Z;W}.
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(A.15)

(A.16)
(A.17)

(A.18)

(A.19)



O termo simétrico, por sua vez, € escrito
1 &
—< ”w)— v, +X6 )
_ & & &£ £
= (n;#v v, +nv°., v, +1nv vv;#+2;'u6 V);s

(n/wv v, +7] ve eVV+77 ve Vy.e

NI*—‘ N =

& & &
F0. V7V FIV eV VLV

& & &
0. VIV FVE Y VY, + )

1 .
= E{n;u;g vy, + on.,v, + 1,9,
1 & 1 & 1 2
+§6n;8h Wyt 3 37 n(0h ﬂ) LYy T §7]9 h,,
1. 1 1
+ 310 Ry + 3n02h + 31(0h,,) .v° + Z;W}
I . I 1
= E{n;ﬂ;g Vv, + 1., 0, 0+ gn;ﬂv,, 60— gn 0 Vi Vy

1 . | | B
+ 5779;#"1/ - §n9 A 5779 vy, + o7 0" hy,

1, 1 1 .
3010 hyy + 20 0°h,,, + 370 M + iy }
Coletando as relacoes (A.19) e (A.20), segue-se o termo simetrizado:

1 4 2.
_< (#V)8>: {n”vv +'7#8VV +3'7(/1vv)9 3779v#vv

1 2 . 2, 2,
+3779(# v) 3n9v#vv—§n9 vﬂvv+§n9 h,,
2 2, 2
#3160y + 5162 By + S0 0 By, +z(yy)}
Na representagdo de fluido perfeito,
1 2. 2 .7 , 1.1 . 4 ,
3 <(I)8(/1;V);8> = (—gne—gne— §776 vy, + (§n9+§n9+ 5779 )8y
1 1 2 1 1
+277ng v, + 277#8v v, + 377('u\/v)9+ 6n0(ﬂvv) + 22(;”)'
No cendrio magnético,

1 _ 4 ) . 4 2 . 14 2 2
SO ) = [—§(a +1)X0 - 5 (07 +1)X0 = (o +1) X6 [0,

20 2 o 22 o 8 9 2
+[§(0' +1)X0 + 507 +1)X0 + = (0 +1) X6 |2

1 & 1 &
+ 5(0'2+1)X;V;8 vy, + 5(0'2+1)X. e VTV

E v

4 1 1
+ 9((7 +1)X(ﬂvv)6+9(0' +1)X 6., + 6( or-2)X

k* %k %k
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(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)
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1

1
_Eg,uv <q)po—;a';,0> = _Egyv (UVpVU + ng(r) e

1
— [oa P [oa o o
= ==& (N VOVT + v + vV 43 ¢P7)

2 P

1 :
= =58 (V0 £ 0P PO+ 1)

ye

~ 8w (1709 +1V0 + 1. p0P O +1V 0 + PO, + P, )

1 .
:_ng(fj+ﬁ9+ﬁ9+n02+n9+|:|2)

1 .
:—ng(ﬁ+2779+7702+179+|:]2). (A.24)

Além disso,

1 1 1
~z8wBF = ~78,0(-2x) = 5, Ux. (A.25)

A soma dos termos retorna

1 1 1 .
=58 [(@7 ) + 5|:|F] = —ng(ij+2779+7792+779+ O=-Oy). (A.26)

No cendrio magnético,

1 1 1 2 . 4 . 2
_Egll‘/ [<q)po-;o-;p> + EDF] = —Egﬂv{g(()'z'i' 1)X+§(O'2+ 1)X9+§(O'2+ 1)X92

2 1 L
+§(02+1)X0+§(02—2)[X+9X]

— (2= D)[X +6X] } (A27)
Ou ainda,
1 po— 1 1 .o 1 2 . 1 2 2 1 2 .
_Egﬂv[<q) ;0’;p>+§DF] = [—5 —6(20' +5)9X—§(O' +1)9 X—g(O' +1)0X g,uv‘
(A.28)
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1 1
_5 <Dq)/”> - _Egpg(nvﬂvv +2gw);p;o
= _Egpo—(n;,Dvuvv + UV#;va + 77V,qu;p + z“;,ogyv );0'

— __ PO
= 2g (U;p;o—Vva oV Vy TpVyVyior
+ n;a'vp;pvv + nvy;p;O' Vy + n vy;va;O'
+ n;U'vy vv;p + nvy;(r vv;p + nv,uvv;p;O' + z;p;o'g,uv )
1

1 1
= _Egp(r { M:p:0VuVy + 577;9 eh,urrvv + g’?;p Hhvcrvu

1 1 |
+§n;(,9hﬂpvv+§n[9;(rh#p+9(—v#vp ;U]vv+§n9 hyphye

1 1 1
+ gn;g Hhvpvﬂ + §77 92hlwhvp + 577 [H;Uhvp + 6’(—vvvp);(f]vﬂ +Z;p;ag#v }

1 1 1, 1 1,
= —5{ Oy ,v, +0Xg,, + §0n;ﬂvv - gnev#vv + §77?Vvﬂ9 - §n9v#vv
1 1, 1 1 . I,
+ gen;#vv - gnev#vv + gne;#vv - gnevﬂvv - 57]9 V,Vy
2 ’ 1 . . 1 2
+ §179 huv + gn;vvlﬂ - gnev#vy + gne;vvﬂ - gnévﬂvv - g?]@ vﬂvv}
1 2 4
= —E{Dnvﬂvv +0xg,, + gen;(ﬂvv) - gnévﬂvv
1 2 5 2 5 2 .
+ §n9;(#vy) - §n9 VyVy + §776 h,, — gnevuvv}. (A.29)
Na representacdo de fluido perfeito,
1 1 2.4 5 1 . 1 I ,
-3 (D(DW> = [—El:h] + §n9 + 5779 + 5779] Vv, + [_EDZ — §n9 ]gw
1 1

No cendrio magnético,
—1<I:Id) )= [—1(0'2+1)X+1(0'2+1)9X+E(0'2+1)92X+%(0'2+1)6’X ]v v
2 mv 3 9 27 9 By
DU BRRR SR
+[—6(0' )X — (07 = 20X~ (0 + 1)6 X]gw

(A.31)

V)

2 2 1 2
—6(0' +1)X;(ﬂvv)9—§(0' +1)X0

)k ok ook
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Coletando os termos calculados, o valor médio de Z v resulta

1 2
<ZW> =Mg,, +Nv,v, + 5(0'2 +1)X ve+ 5(0’2 + 16X, v,

V
HH(TREY)

1
v 6(‘72 -3)XR,,. (3.7)

1 1
+ §(0‘2 + 1)XRQ(#VV)VQ - E(O'2 +1)X
com

1 . 5 . 1 .2
M = ——(c*+ DX - —=(c?+1)8X - —(50% - - Z0?X6? .
6(0’ +1) 18(0’ +1) 18( o -1)X6 90’ X6, (3.8)

1 L1 ) )
N = —5(0'2+1)X—§(0'2+1)0X—5(0'2+1)X9—§(0'2+1)X92. (3.9)



Apéndice B
CALCULO DOS PARAMETROS OTICOS

Considere o valor médiode Z ,,,,

1
(z,,) = MgﬂV+NvﬂvV+§(0'2+l)X

2
nv ;8;(#VV)V8+§(O'2+1)0X v

A 7v)
+ 1(02+1)XR0‘ VoV —i(0'2+1)X
3 (S EEED) ()

com

1 2 > 5 2 v 1 2 . 2 2 2
M = —— HX-— 1H)oX —-——(50°-1)X0—-—-0°X60
6(0'+ ) 18(0'+ ) 18(0’ ) 90’ ,

N .

1 L1 ) .2
—5(0'2+l)X—5(0'2+1)9X—§(a'z+1)X9—§(0'2+1)X92.

1
+ 6(02 -3)XR,,,

73

(3.7

(B.1)

(B.2)

Calculam-se, a seguir, os pardmetros 6ticos definidos em termos de <Zw, > Por simplicidade,

escrevem-se as quantidades médias sem denota-las por ( ).

Densidade de energia

. M.V
p, = Zﬂvv \%

1
:M+N+§(02+1)X

2
i vy)vsv“v” + 6(0'2 + I)HX;(ﬂ vv)v’“‘vv

1 2 1 2
+ §(O- + I)XR“(#vv)vwv“vV - E(O‘ + l)X;(ﬂ;V)

2 4
=M+N + §(<72 +1)X ., vV + 5(02 +1)0X,,v*

2 1 1
+ 5(0’2 +DXR, vV - 6(0'2 + DX, vV + 6(0’2 —3)XR,, vV

1
vy + 6(0’2 —3)XR,,vv”

(B.3)
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Na representacdo de fluido perfeito,
2, . 4, L2,
p,=M+N+ 5(0- +1)X + §(o- +1)0X + 5(0- +1XR,,

1 L1
- 6(“2 + )X + 6(02 ~3)XR,,

1 . 4 .1 . 62
:M+N+§(02+1)X+§(o-z+1)9X+8(50-2+1)X[9+%]

1 1 1
_[—6—§+§](O'2+1)X+[—E—§+§](O'2+1)9X
5 , 2,5, 1 21 s 5 5, 02 1,
+|—-—=0"—= -0+ —=—-=+-|XO0+|—=0"+—0"—=+— | X0
[180- 57 *g7 T gtglX0+ 5o+ 5o 5+ 15
1 o1 |
-~ —6(02 +1)6X + 5azxe - 8(02 +1)X6°. (B.4)
k ok ok

Pressao isotrépica

1

P, = §ZW ]’lw/

1 1 !
== 3[3M =@+ DX, 1 + (07 = 3)XR,, 1

1 1 1 1 1
=— §[3M - 8(‘72 +HOX + 6(‘72 + )X, v + 6(02 -3)XR- 6(02 ~3)XR,, vV |

1 2 1 2 v 1 2
:—M+E(O' +1)DX—R(O' +1)X;#;Vv“v —E(O' —3)XR
1
+ ﬁ(az—s)Xva#vV. (B.5)

Na representagdo de fluido perfeito,

1 Lo L1 . 4
=-M+—?+D[X+6X]|-—=(*+ )X - —(c?-3)X[20+ =6
P, +18(o- +1)[X+6X] 18(0 +1) 18(o- X[ 9+30 |

+i( 2—3))([9'+9—2]

18 3

= —M+i(a2+ 1)9)‘(—i(<r2—3)xé—i(az—3)xe2
18 18 18

1 . 6 .2 .1
= 6("2 +1)X + 1—8((;2 +1)6X + 1—8(2(f2 +1)X60 + 8(02 +1)X6?
1 2 . 1 2 . 1 2 . 1 2 2

:8(0- +1)X+§(o- +1)0X+§(20- +1)X9+g(o- +1)X6°. (B.6)

& ok ok
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Fluxo de calor

qflz) = aﬂvﬂhaﬂ = /wvﬁ—Zﬁv“vﬂv/l. (B.7)

(07

Abre-se cada termo:

1 2
. /IIBVB:(M+N)V/I+§(O-2+1)X- vav'B+—(0'2+1)9X,

e Vﬁ) m V) VP

(a' +DX,, VP + = (0' _3)XR1/3V

Vg Ve vP ()

1

+§(o-2+1)XR
1 2 & 2 B..€
:(M+N)v/l+§((7 + D)X,V +§(0' +1)X;8;ﬂv vy,

2 2
+ 6(0-2 +1)0X., + §(0'2+ DX 4Py,

1 1
+§(0'2+1)XR81V8+§(O'z+1)XRngVﬂV£V/1

1, 1
_ By (52— B
12(0‘ +1)X, .0V +6(0' 3)XRAﬁv .

5(4:8)
@ By _ 2 5 B.& 4 5 1 B
* —ZygvVPvy = —(M+N)v/l——(0' +1)X;8;ﬁv v vﬂ—g(a + )HX;IBV V)
1
- —(0' +1)XR? ﬁv % v/l+€(0'2+1)X;a;ﬁv“vﬁv/l

l
- 6(0’ - 3)XRaﬁvavﬁvﬂ.

(@)

A expressdo de g, resulta

1 1
QEIZ) - +§(0-2 DX V" - 5(0-2 +DXoep vty

2 2
+ 5(02 +1)0X,, - 5(02 +1)0X 5Py,
1 1
+ 5(02 +DXR,_ v — —((72 + DXR, ;v vy,
1
— 5(0'2 + I)X

(/IB)V + = (0' +1)X,, ﬁv'Bv vy

1
+ 8(0'2 -3)XR " - 6(0’ -3)XR, v Vv, (B.8)

Note que q( %) deve satisfazer ao vinculo

gPvt=0. (B.9)



De fato,
1
qflz)v/l = +3((7 + I)Xslv Ve — —(0' + I)Xsﬂv'Bv
2
+ §(o- + 1)0X;A vi— 5(0- + 1)9X;ﬁv
1 1
+ 5(0'2 + 1)XR8/lv/]v‘9 - 5(0'2 + I)XRgﬁvﬁv‘g

1 1 N
- 6(0’2 + 1)X;/l;ﬁ vyt 4 6(0’2 + 1)X;01;,3 By

1 1
+6(o-2—3)XR/w v —6(0' —3)XR, ;v VP

=0.
& ok ok
Pressao anisotrépica
1) = Zygh® P+ p by,

:Z#V+Z,8v vﬁv#v —Zluﬁvﬁ ~ZyV'v, +ph

Escreve-se termo a termo:

1
* Z, = MgMV+NvaV+§(0'2+1)X

u )v +— (o- +1)6X.

e(u v (1 V)

1
+ g(a2+1)x1ea va—ﬁ(a +1)X

S(v) + 8(0’ _3)XR/JV

")
2
. Zaﬁvavﬁvuvv =+(M+N)v,v, + 5(0‘2 + DX g vV,

4 2
+ 5(0‘2 + 10X, vy, v, + §(0'2 + DXR v VoY, v,

6

1 1
. —Z#ﬁvﬂvv =—(M+N)v,v, - 5(0’2 + DX, v, v = 3(0'2 + DX g vAyEy

2 2
- 5(0'2 +1OX.,v, - 5(0’2 + I)GX;Bvﬁvﬂvv
1 1
—5(0'2+1)XR v vs——(0'2+1)XR8ﬂva8v v,

+—(0' +1)X(#ﬂ)v v, (0' —3)XR#ﬁv

uve

1 1
——(o%+ DX, vo‘vﬁvﬂvv + 6(0’2 - 3)XRaﬁva”v#vV

76

(B.10)

(B.11)



1 1
¢ ~Zy Vv ==(M+N)v,v, - 5(0’2 Y S R 5(0’2 + DX,

2
- 6(0'2 +1)0X,, vy, v, - 6(0‘2 +1)0X,,v,
1 1
- 5(0'2 +DXR, v VoV, — —(0'2 +DXR,,v,v°

1 1
+E(02+1)X(ay)v v —g(a -3)XR,, v vy

1 1
* Py = =My, + 2o(07 + DOXhy, = o (07 + DX vV hy,

1 1
- 1—8(0'2 —3)XRh,,, + 1—8(0'2 —=3)XR,, vV’ hy,,
Coletando os termos,

1
(Z) =+-(c*+ X

3 -y V)v + (a' +1)6X.

(1 Vv)

1 &
+ §(0‘2 + 1)XR8(ﬂvV)v

2
+ 5(0'2 + DX v“v‘svﬂvv + §(O' + 10X, vv,v,

2 1
+ 5(0'2 +1)XR, vV ,v, — 8(0‘2 + I)X;a;ﬂ vy v

J 'y

1 07 1 a
+ 6(0'2 — 3)XRaﬁvﬁv Vv, — 8(0‘2 — 3)XRa(#vv)v

1
- 5(0'2 + 1)X

2
’8;(#vv)v8—§(a' + DX oo vV,

u

2
- 5(0’ +1)6X (0'2 + 10X, v, v,

Vv T

e(u)

1 2
—5(0' +1)XR u

2
ve— §(0'2 +1)XR, vy ,v,
1 1
+ 5(0.2 + DX;(#;B) vﬁv" + 5(0-2 + 1)X;(a/;v) vavﬂ
1 2 1 2
+ E(O’ + 1)DXh,uV - E(O’ + l)X;p;vathw

1 1
- 1—8(0'2 —3)XRh,, + 1—8(0'2 —=3)XR,, v’V h,,

y ViV

1 2
(0‘ +1)X'uv)+g(<7 —-3)XR,,

&
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(B.12)
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Resta a expressdo geral de %)

>
7%= (0'2+ DX, . - l(az+ DX, v v +1(0'2—3)XR
Ty = ) 6 ;B TS 104
1 1
+ 6(0’2 - 3)XRaﬁvﬁv“vqu - 8(0’2 - 3)XRa(ﬂvv)v“

1 2 1 2

+ E(O’ + I)X,(/J,ﬂ) V'BVV + E(O’ + I)X;(a;y) V(ZV/J
1 1

+ E(O’2 + 1)DXh/1V — E(O’2 + 1)X;p;0' vao—hﬂv

1 1
- E(az —3)XRh,, + E(az =3)XR,, vV hy,. (B.13)

Note que RLZV) deve satisfazer aos vinculos:

. (@) _
(i.) gMmuy =0, (B.14)
(ii.) v“ﬂ(z) 0, (B.15)
(iii.) 7\ = m,, . (B.16)
De fato,

1 1 1
(i) 8”15 = =22 + DOX = (07 + DX, Vv + (07 ~3)XR

1 2

+ 6(0‘2 - 3)XRaﬁvﬁv“ - 6(0'2 —3)XR, vV
1 1

+ 6(0’ + I)X#ﬂv vE+ 6(0’2 + 1) X, vV
1

+ 6(0’2 +HOx - 8(0‘2 +1)X, . vV
1 1

- 6((72 -3)XR+ 6(0’2 —3)XR,,vFv

=0. (B.17)

T B
(ii.) v, 12(0' +1)X;(#;v)

1 1 N
+ 6(a2 —3)XR,, v+ 8(‘72 ~3)XR, "y

1 2
Vi — 6(0’ + l)X;a;ﬁvﬂvo‘

1
—6(0' -3)XR yap#

a(u"v)

1
+—(0' +1)X V viy, +—(0' +1)X(w,v)v“

=0. (B.18)



(Z)
(iii.) m, (0' +1)X (v) —

N 1
*6(0 ~IXR Vv, = (0 = 3)XR, v,

15 B L2 @
+E(0' +1)X;(ﬂ;ﬁ)v VV+E(O- +1)X;(a;v)v Vi
1 ) 1 2 a
+E(O- +1)E|Xhﬂv—ﬁ(0' + DX, vV hy,

1 1 o
- E(UZ —3)XRh,, + E(cr2 —3)XR vV hy,
__Lrenx
—_12(0 +1) 5(vip)

1 o 1
+ 2 (08 =3)XR VPV vy, “(U 3)XRa<v 0"

1 2 B +1)X
- + vy + (Y
+ 1 (O' l)X,(V,ﬁ) ( ( 1) (a #)

1 o
+ E(0_2 +HOXh,, - E(o‘ + D)X, vOV7h,,
1 1
- E(O'2 —-3)XRh,, + E(O'2 =3)XR,;v*v7h,,
—_ - @
=Ty,

~ % %k %k ~

1
(0'2 + 1)X;a;ﬁvﬁv“vﬂv,, + 8(0'2 —-3)XR,,

1 « 1
- 8(0_2 + 1)X;a/;,8 By vV, + 8(0'2 _ 3)XRV#
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(B.19)
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