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Convoquemos todos cientistas e mestres a que dediquem seus trabalhos a uma vida melhor
e mais significativa a serviço da humanidade em toda parte - ao bem estar comum -

e em consequência, a uma mudança radical das condições que moldam a ciência atual,
que se caracteriza sob muitos aspectos como instrumento de dominação

nas mãos das forças opressivas dos senhores do mundo.

—- J. Leite Lopes, Ciência e Libertação, 1979.



Resumo

O presente trabalho é um retorno à discussão dos acoplamentos diretos da gravitação com
o tensor de Faraday. A nossa abordagem consiste em investigá-los não enquanto correção à
propagação local de fótons, ainda que possa servir a tal propósito, mas comomodos de interação
gravitacional responsáveis por distribuições de energia dependentes da curvatura, em cenários
tipo Friedman. A dependência explícita do tensor de energia com funções da curvatura requer
uma reinterpretação do tensor de energia da teoria geral da relatividade. Examina-se como
requisito à fonte total de energia a compatibilidade com a representação de fluido perfeito.
Em cenários distintos de universo magnético, encontram-se situações nas quais a radiação
eletromagnética pode ser responsável pela aceleração cósmica a tempos tardios e a topologia do
sistema dinâmico pode variar com o tempo. Na geometria WIST, a hipótese de equipartição de
energia implica o limite riemanniano e a era de radiação da teoria.
Palavras-chave: acoplamentos não-mínimos, relatividade geral, aceleração cósmica, constante
cosmológica, geometria WIST.
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Abstract

Non minimal interactions of gravity with the electromagnetic field are investigated in Friedman
scenarios. The explicit dependence of the energy tensor with functions of the curvature requires
to reinterpret the energy tensor of the general theory of relativity. For distinct solutions of
magnetic universe there are situations in which the electromagnetic radiation can be responsible
for the cosmic acceleration in late times and the topology of dynamic systems can change with
time. Another context, in WIST geometry, the hypothesis of equipartition of energy implies the
riemannian limit of the theory and its radiation era.
Key words: non minimal couplings, general theory of relativity, cosmic acceleration, WIST
geometry.
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CONVENÇÕES

TGR: Teoria Geral da Relatividade.

Igualdade por definição: :=

Igualdade sob o princípio variacional: �

Assinatura da métrica: (+ −−−).

Índices gregos variam de 0 a 3.

Índices latinos variam de 1 a 3.

Simetria dos índices: A
(µν)

:= Aµν + Aνµ.

Antissimetria dos índices: A
[µν]

:= Aµν − Aνµ.

Tensor de Levi-Civita: ηαβµν := − 1√
−g

εαβµν,

onde g := det(gµν ) e εαβµν é o símbolo completamente antissimétrico de Levi-Civita.

Derivada covariante de um campo vetorial covariante vµ : vµ;ν := vµ,ν −Γ
α
µνvα .

Tensor curvatura de Riemann-Christoffel: vα;µ;ν − vα;ν;µ = Rαβµνv
β.

Constante de Einstein: κ := 4πGN/c4 .
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INTRODUÇÃO

Por acoplamento mínimo, no contexto da Teoria Geral da Relatividade, entende-se o procedi-
mento matemático pelo qual a métrica de Minkowski ηµν é substituída pela métrica de espaços
curvos gµν e as derivadas parciais ∂µ são substituídas por derivadas covariantes Dµ compatíveis
com uma conexão afim Γαµν, ou seja,

ηµν −→ gµν, ∂µ −→ Dµ . (1)

Esse foi o caminho trilhado por Einstein para conquistar um novo grau de universalidade da
física relativística: a covariância das equações na geometria de Minkowski, com respeito ao
Grupo de Lorentz, é estendida a qualquer referencial não inercial na geometria de Riemann. O
princípio da covariância geral é a exigência de que há uma constituição objetiva da realidade
física1.

A hipótese que sustenta tal interpretação reside na possibilidade de se elaborar uma descrição
covariante da gravitação que, localmente, a elimina da descrição dos processos gravitacionais.
Consequentemente, abre-se umcaminho pelo qual a física relativística dos espaços deMinkowski
é compatível com a construção geométrica de espaços tangentes a cada ponto de uma variedade
riemanniana M, sobre os quais a massa inercial e a massa gravitacional de um corpo A são
indistinguíveis. Tal hipótese é conhecida como o princípio de equivalência.

É compreensível, por conseguinte, que a representação da interação gravitacional seja o próprio
tensor curvatura de Riemann-Christoffel Rαµβν 2, definido pela anticomutação das derivadas de
segunda ordem de um 4-vetor vµ ,

vα;µ;ν − vα;ν;µ = Rαβµνv
β, (2)

onde o ponto e vírgula denota a derivada covariante com relação à conexão de Levi Civita
Γαµν :=

{
α
µ ν

}
. Pelo Teorema Fundamental da Geometria Riemanniana, há uma única conexão

sobre uma variedade riemanniana que é livre de torsão e compatível com a métrica, a saber a
Conexão de Levi Civita.

O tensor de Riemann-Christoffel pode ser escrito em termos da conexão e sua derivada parcial
simples, pela relação

Rαµβν = Γ
α
µβ,ν −Γ

α
µν,β +Γ

α
νγΓ

γ
µβ −Γ

α
βεΓ

ε
νµ . (3)

1Choquet-Bruhat, 2015, §III.2, nota 2.
2Novello, 2010, cap. 1.
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Prosseguindo a trilha por meio do formalismo variacional, o acoplamento mínimo da gravitação
com o campo eletromagnético é descrito pela ação Smin,

Smin =

∫
√
−g

( 1
2κ

R−
c2

4
F

)
d4x. (4)

onde denota-se por F := Fµν Fµν e Fµν é o tensor antissimétrico de Faraday, definido em termos
do 4-potencial Aµ pela expressão usual

Fµν = Aµ;ν − Aν;µ = Aµ,ν − Aν,µ . (5)

A dinâmica contida na ação Smin é obtida pelo princípio de Hamilton,

δSmin = 0, (6)

tal que gµν e Aµ são os campos independentes cujas respectivas variações δgµν e δAµ são nulas
sobre a fronteira3.

A variação da ação com relação à métrica, δgµν, é dada, a menos de um termo de superfície, por

Rµν −
1
2

Rgµν = −κEµν , (7)

sendo Eµν a distribuição de energia gerada pelo campo eletromagnético, na forma4

Eµν = Fµα Fα
ν +

1
4

Fgµν . (8)

Ou seja, o papel que o princípio de acoplamento mínimo exerce sobre a dinâmica dos processos
gravitacionais consiste em não envolver explicitamente a intensidade da curvatura na fonte de
energia.

Pela variação da ação com relação a Aµ, obtêm-se as equações de Maxwell no vazio,

Fµν
;ν = 0. (9)

De imediato, constata-se que as equações de campo para a métrica e para o campo eletromag-
nético, (7) e (9) respectivamente, retornam às expressões da teoria restrita da relatividade sob o

3O presente trabalho não examina as condições e possíveis contribuições de fronteira geradas por interações
gravitacionais mínimas e não-mínimas.

4 Eddington, 1923, §77.
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limite (1). Torna-se possível, portanto, arquitetar uma teoria da gravitação preservando a física
relativística local dos referenciais inerciais.

Naturalmente, a conclusão nos coloca diante da sua antítese: é o princípio de acoplamento
mínimo válido em todas as situações descritas no interior da TGR? A resposta - negativa - é
conhecida desde os primórdios da própria teoria.

Vamos considerar as equações de Maxwell na presença de uma 4-corrente Jµ , gerada por
campos de matéria externa. Basta, para tanto, introduzir à ação Smin o termo de matéria

Lmat =

√
−g

2
eJµAµ , (10)

onde a carga elétrica e caracteriza a intensidade da interação mínima da corrente com o potencial
Aµ. Assim, as equações (9) retornam

Fµν
;ν =

e
c2 Jµ. (11)

Em 1923, Arthur Eddington mostrou em seu tratado The Mathematical Theory of Relativity,
que ao escrevermos a equação de onda para Fµν , em espaços curvos, nos deparamos com uma
situação que não está contida na dinâmica regida pelo princípio de acoplamento mínimo. Isto é,
uma equação de onda para o tensor de Faraday implica a dependência explícita e direta de Fµν
com o tensor de Riemann-Christoffel. Vamos rever brevemente essa situação.

A equação de onda para Fµν em uma variedade riemannianaM 4-dimensional consiste em uma
expressão para �Fµν , onde � := gµν( );µ;ν denota o operador d’Alembertiano. De imediato,
constata-se que�Fµν contémderivadas covariantes de terceira ordemdo campo eletromagnético
Aµ.

A partir das equações de Maxwell na presença de matéria e pelas definições de Rαβµν e Fµν ,
equações (2) e (5), escreve-se5

Jµ;ν = F α
µ ;α;ν = gαβ

(
Aµ;β;α;ν − Aβ;µ;α;ν

)
= gαβ

(
Aµ;β;ν;α − Aβ;µ;ν;α

)
−gαβ

(
Rεµαν Aεβ +Rεβαν Aµε −Rεβαν Aεµ−Rεµαν Aβε

)
= gαβ

(
Aµ;β;ν − Aβ;µ;ν

)
;α −g

αβ (
RεµανFεβ +RεβανFµε

)
= gαβ

(
Aµ;ν;β − Aβ;µ;ν −Rεµβν Aε

)
;α −RεµανF α

ε −RενFµε . (12)

5Cf. Eddington, 1923, §74. Nota-se, porém, que a convenção de sinal do tensor de Riemann-Christoffel usada
por Eddington, equação (34.3) do referido tratado, é distinta da nossa.
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Procedendo similarmente para Jν;µ e combinando-o com Jµ;ν , encontramos

Jµ;ν − Jν;µ = gαβ
(
Fµν

)
;β;α +g

αβ
[
(Rεβµν +Rενβµ +Rεµνβ)Aε

]
;α

−2RεµανF α
ε −RεµFνε +RενRµε . (13)

Oprimeiro termodo lado direito da equação (13) corresponde à definição do operador d’Alembertiano;
o segundo, escrito com fator comum Aε, é a Identidade de Bianchi de primeiro tipo,

Rεβµν +Rενβµ +Rεµνβ = 0 . (14)

Os últimos dois termos da relação (13) podem ser combinados pela antissimetria em µ, ν,

Rε
[µFν]ε := RεµFνε −RενRµε . (15)

Segue-se que a equação de onda para o tensor de Faraday Fµν é descrita por

�Fµν = J
[µ;ν] +2RεµναF α

ε −Rε
[µFν]ε . (16)

Nas palavras de Eddington6,

o resultado (16) é, penso eu, inesperado. Ele mostra que as equações de propagação
do campo eletromagnético envolve o tensor de Riemann-Christoffel; e que, portanto,
esse não é um dos fenômenos para os quais as equações galileanas ordinárias podem
ser imediatamente generalizadas pelo princípio de equivalência. Isso naturalmente
nos deixa desconfortáveis quanto ao fato de termos feito certo ao adotar as equações
invariantes de propagação da luz (ds = 0, δ

∫
ds = 0) como verdadeiras em todas as

circunstâncias.

Tal resultado, contudo, não se traduziu em uma crítica da dinâmica expressa pela interação
gravitacional mínima. Ao contrário, foi considerado tão somente como uma regra que cerceia a
dinâmica convencional da gravitação até derivadas covariantes de segunda ordem dos campos
gµν e Aµ.

Somos, no entanto, conduzidos a questionar o alcance da dinâmica contida na ação Smin: a
depedência explícita da curvatura nos processos gravitacionais envolve, inevitavelmente, deri-
vadas de ordem superior? Se não, é o acoplamento mínimo responsável por exaurir todos os

6Eddington, 1923, pp.176-7.
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modos da interação gravitacional com o campo eletromagnético? Essa é a questão de princípio
que suscita a presente investigação.

Uma crítica da dinâmica convencional da gravitação nos conduz a uma ação total S que, além
de Smin, passa a compor uma ação não mínima Snm, a saber

S = Smin+Snm . (17)

Os possíveis modos de interação – da gravitação com o eletromagnetismo linear de Maxwell –
contidos em Snm, as respectivas dinâmicas e algumas de suas propriedades são discutidos no
Capítulo 1.

A fonte de energia total Tµν responsável pela curvatura do espaço-tempo deixa de ser apenas
a contribuição de Maxwell Eµν e passa a compor uma fonte não mínima Zµν , que contém
explicitamente funções da curvatura, sob a forma geral

Tµν = Eµν + ξZµν , (18)

onde ξ é a constante de acoplamento não mínimo, em geral dimensional. A TGR tradicional
reside no limite em que ξ torna-se desprezível.

Examinam-se os acoplamentos diretos da gravitação com o tensor de Faraday não enquanto
correção à propagação local de fótons, ainda que possa servir a tal propósito7, mas enquanto
modos de interação gravitacional responsáveis por distribuições de energia dependentes da
curvatura, em cenários tipo Friedman.

A questão crucial que perpassa tal investigação em cenários tipo Friedamn – examinada a partir
do Capítulo 2 – consiste em mostrar que o tensor de energia gerado pela interação gravitacional
não mínima pode ser reduzido a uma representação de fluido perfeito.

A resposta requer, entretanto, uma reinterpretação do que comumente se denomina tensor de
energia, pois a interação nãomínima, no contexto daTGR, é responsável por tornar indissociáveis
a curvatura e o campo físico em interação.

A condição de compatibilidade de Zµν com amétrica isotrópica e homogênea depende domesmo
procedimento de média do campo eletromagnético, introduzido por Tolman e Ehrenfest em
19308 e aplicado à fonte de Maxwell Eµν pela cosmologia padrão. Há interações gravitacionais,
no entanto, que exigem uma hipótese adicional, envolvendo as derivadas parciais simples das
componentes elétrica e magnética, como será discutido no Capítulo 3.

Uma vez obtido o tensor de energia sob média,
〈
Tµν

〉
, passa-se ao estudo de cenários cosmo-

lógicos nos quais, por hipótese, apenas a componente magnética B2(t) do tensor de Faraday
7Deser e van Nieuwenhuizen, 1974; Drummond e Hathrell, 1980.
8Tolman e Ehrenfest, 1930.
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sobrevive. Essa classe de soluções é amplamente encontrada na literatura sob o nome de
Universos magnéticos9.

Ainda no Capítulo 2 obtém-se, de forma inesperada, que a radiação eletromagnética interagindo
tão somente com a gravitação pode ser responsável pela aceleração cósmica a tempos tardios.

Seguimos no Capítulo 3 por um caminho pouco explorado na cosmologia, a saber, a ocorrência
de pontos de bifurcação no interior da TGR. Em continuidade aos estudos dos Professores
Mario Novello e Ligia Rodrigues10, mostramos, com poucos elementos da análise qualitativa de
sistemas dinâmicos, que a fonte de energia da forma (18), sob a representação de fluido perfeito,
exibe pontos de bifurcação.

A novidade em relação aos trabalhos de Novello e Ligia Rodrigues reside no fato de o sistema
dinâmico que descreve a solução cosmológica ser caracterizado, não pela viscosidade, mas pela
constante de interação não mínima ξ.

O Capítulo 4, por sua vez, é um breve comentário sobre o procedimento de média do campo
eletromagnético na Geometria WIST. Mostramos que a hipótese de equipartição de energia
entre as partes elétrica E2(t) e magnética B2(t) do tensor de Faraday contraído conduz à era de
radiação no limite riemanniano da teoria.

9Novello e Bergliaffa, 2008, §4.5.1
10Novello, 1982; Novello e Rodrigues, 1984.
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C a p í t u l o 1

O CAMPO ELETROMAGNÉTICO NA COSMOLOGIA

Escondido atrás da ”matéria” diretamente revelada a nós pelos
órgãos sensoriais está, porém, o campo. Para descobrir as suas

próprias leis e as leis pelas quais o campo determina a
magnitude da energia, a teoria de Maxwell é o primeiro

brilhante começo.
H. Weyl, 1923, §27.

Se considerarmos interações de primeira ordem na curvatura e de segunda ordem no campo
eletromagnético, somos conduzidos a um conjunto de sete acoplamentos não-mínimos da gra-
vitação com o eletromagnetismo linear de Maxwell, a saber1

I1 = RAµAµ (1.1)

I2 = Rµν AµAν (1.2)

I3 = RFµν Fµν (1.3)

I4 = RFµν
∗

Fµν (1.4)

I5 = RµνFµ
α Fαν (1.5)

I6 = RαβµνFαβFµν (1.6)

I7 =
∗

RαβµνFαβFµν . (1.7)

Enquanto as interações I1 e I2 se caracterizam por conter a dimensão2 correta da densidade
lagrangiana, [L ] = M · L−3, e quebrar a invariância de calibre, as interações I3, · · · , I7 possuem
dimensão de [L ] = M · L−5 e preservam a invariância de calibre.

Ambos os modos de interação I1 e I2, da curvatura com o campo de Maxwell Aµ, são capazes
de produzir, a partir da teoria clássica linear, processos eletrodinâmicos não-lineares. A solução
Novello-Salim3 mostra que I1 pode gerar um cenário tipo Friedman de fótons não-lineares e
com fator de escala mínimo; ao passo que I2 não admite solução isotrópica e homogênea4.

1 Novello, 1987, p.275; Novello e Bergliaffa, 2008, §4.3.
2Denota-se por M a dimensão de massa e L a de comprimento.
3Novello e Salim, 1979; Novello, Salim e Ruckert, 1983; Novello e Romero, 1987.
4Uma revisão da solução NS é feita no trabalho de Oliveira, 1988, cap. 4 e, mais recentemente, por Novello e

Bergliaffa, 2008, §4.4.



9

Soluções simetricamente esféricas da interação I1 são estudadas por vonRückert, 1982. O exame
de dinâmicas associadas à interação I1 via princípio variacional de Palatini é realizado por Alves,
1986. Uma revisão detalhada da solução NS e das soluções cosmológicas em geometrias tipo
WIST é feita no trabalho de Oliveira, 1988. A análise qualitativa da solução NS, por meio de
sistemas dinâmicos, é realizada por Romero, 1988.

O conjunto de interações I3, · · · , I7 foram desconsiderados do exame de cenários tipo Friedman
pela constatação (correta) de que o campo Fµν quebra a simetria espacial ao determinar direções
preferenciais de propagação; atribuiu-se a tal fato (de forma incorreta) a impossibilidade de
construir cenários cósmicos tipo Friedman5. Tal conclusão pode ser revista a partir dos próprios
caminhos convencionais da cosmologia padrão.

O presente trabalho é um retorno6 à discussão dos acoplamentos diretos da gravitação com o
tensor de Faraday. A nossa proposta consiste em investigá-los enquanto modos de interação
gravitacional responsáveis por distribuições de energia dependentes da curvatura. Trata-se, de
fato, de uma reinterpretação do que comumente se denomina tensor de energia, pois a interação
não mínima é responsável por tornar indissociável a curvatura e o campo físico em interação.

Pelo procedimento de média das partes elétrica e magnética do tensor Fµν , a obstrução acima -
aparentemente final, definitiva - é dissolvida e o conjunto de acoplamentos I3, · · · , I7 é restituído
ao exame de soluções isotrópicas e homogêneas. Tal procedimento será examinado no Capítulo
2.

Antes, porém, passamos às considerações de algumas propriedades do campo eletromagnético
sob interação gravitacional não mínima.

As equações de Maxwell, na ausência de matéria, apresentam uma simetria interna sob o mapa
global R(α)

Fµν
R(α)
7−→ F

′

µν = cosαFµν + senα
∗

Fµν, (1.8)

onde
∗

Fµν :=
1
2
ηµνκλFκλ . (1.9)

A implicação entre o campo eletromagnético e o tensor de energia associado é tal que se Fµν é
invariante sob o mapa dual (1.8), então Fµν e F

′

µν possuem o mesmo tensor de energia Eµν 7.

O tensor de Faraday satisfaz as seguintes identidades algébricas8
5Jorda, 1988, p.7.
6Novello, 1987; Jorda, 1988; Novello e Jorda, 1989; Novello, Oliveira e Salim, 1990;Novello, 1993.
7 Debever, 1958, §2.
8Detalhes do cálculo podem ser conferidos no trabalho de Jorda, 1988, pág.11.
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∗

Fµα
∗

Fαν −FµαFαν =
1
2

Fδµν , (1.10)

∗

FµαFαν = −
1
4

Gδµν , (1.11)

com G := Fµν
∗

Fµν.

Pela identidade (1.10), o tensor de energia de Maxwell assume a forma

2Eµν = Fµα Fα
ν +

∗

Fµα

∗

Fα
ν . (1.12)

Sob o mapa dual (1.8) e considerando as identidades algébricas, tem-se

F
′

µα F
′α
ν =

(
cosαFµε + senα

∗

Fµε

) (
cosαFε

ν + senα
∗

Fε
ν

)
= cos2αFµα Fα

ν + sen 2α
∗

Fµα

∗

Fα
ν + sen2α

∗

FµαFα
ν (1.13)

∗

F
′

µα

∗

F
′α
ν =

(
cosα

∗

Fµε − senαFµε
) (

cosα
∗

Fε
ν − senαFε

ν

)
= cos2α

∗

Fµα

∗

Fα
ν + sen 2αFµα Fα

ν − sen2α
∗

FµαFα
ν . (1.14)

Logo,

2Eµν

R(α)
7−→ 2E

′

µν = F
′

µα F
′α
ν +

∗

F
′

µα

∗

F
′α
ν = 2Eµν . (1.15)

Perde-se a simetria (i.) na presença de corrente elétrica9 ou (ii.) se o ângulo de rotação torna-se
um mapa local10 α = α(x).

Tradicionalmente, a discussão acerca da rotação dual do campo eletromagnético está conectada
ao exame de compatibilidade de monopólos magnéticos com a teoria quântica de campos, uma
questão introduzida pelo trabalho seminal de Dirac, 1931. Restritos ao princípio de acoplamento
mínimo, poderíamos ser levados a concluir que não há como restaurar a invariância dual de Fµν
em espaços curvos.

Tal questão, no entanto, pode ser novamente aberta se considerarmos o caminho dos acopla-
mentos não mínimos: sob quais condições a gravitação é capaz de recuperar a invariância dual
do campo eletromagnético? A resposta está na possibilidade de a interação ser não mínima.

A propriedade de invariância dual do campo eletromagnético em espaços curvos tornou-se o
ponto de partida do programa de geometrização do eletromagnetismo11.

9Dirac, 1931.
10Novello e Bergliaffa, 2008, §4.6.2.
11Como exemplo, os trabalhos de Rainich, 1925, Misner e Wheeler, 1957, Witten, 1959 e Novello, 1979b
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Com um teste direto, nota-se que as interações não-mínimas (I3, · · · , I7) quebram a invariância
dual do campo eletromagnético. Vamos considerar, por exemplo, a interação I3:

I3
R(α)
7−→ I

′

3 = R
(
cosαFµν + senα

∗

Fµν

) (
cosαFµν + senα

∗

Fµν )
= cos2α I3+ sen2α I4. (1.16)

Similarmente, a interação I5 sob (1.8) implica

I5
R(α)
7−→ I

′

5 = Rµν

(
cosαFµε + senαF∗µε

) (
cosαF ν

ε + senαF∗νε
)

= Rµν

(
cos2α FµεF ν

ε + sen 2α
∗

Fµε
∗

F ν
ε + sen2αFµε

∗

F ν
ε

)
. (1.17)

As identidades algébricas implicam

I5
R(α)
7−→ I

′

5 =
(
cos2α+ sen 2α

)
RµνFµ

α Fαν +
1
2
sen 2αRFµν Fµν −

1
4
sen2αRG

= I5+
1
2
sen 2α I3−

1
4
sen2α I4. (1.18)

Há, no entanto, uma combinação dos acoplamentos não-mínimos I3 e I5 que restaura a invariância
do campo Fµν sob a rotação global R(α) em espaços curvos, a saber12

D := I5+
1
4

I3 = CµνΦ
µν , (1.19)

onde Φµν := Fµα Fα
ν e Cµν é o tensor da gravitação livre de traço13,

Cµν := Rµν −
1
4

Rgµν, (1.20)

o mesmo objeto com o qual nove dos quatorze invariantes de Debever14 são construídos. A
demonstração é diretamente concluída pelas relações (1.16) e (1.18).

Nota-se, além disso, a relação de equivalência

CµνΦ
µν = RµνE µν . (1.21)

De imediato, questiona-se: a fonte de energia gerada pela interação não mínima D preserva a
invariância dual?

Vamos seguir a definição convencional do tensor de energia do campo eletromagnético, dada
pela expressão (8).

12 Novello, 1987, §6; Novello e Bergliaffa, 2008, §4.6.2.
13Introduzido por Einstein, 1919.
14Debever, 1964.
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A densidade lagrangiana L da interação D depende, por conseguinte, de uma constante de
acoplamento ζ , de dimensão L2. Alémdisso, o fator 1/2 deve ser introduzido para compatibilizar
o tensor de energia gerado por D com o tensor de Maxwell. A expressão de L é, portanto,

L =
√
−g

ζ

2
CµνΦ

µν . (1.22)

A variação métrica de L em relação ao campo gµν retorna:

δ
(√
−gCµνΦ

µν ) = √−g (
−

1
2
gµν CαβΦ

αβ δgµν +ΦµνδRµν +RµνδΦ
µν +

1
4
δ(RF)

)
=
√
−g

(
−

1
2
gµν

(
RρσΦ

ρσ +
1
4

RF
)
δgµν +RµνδΦ

µν +
1
4

RδF

+
1
4

FRµνδg
µν +E µνδRµν

)
. (1.23)

Calcula-se, a seguir, termo a termo. A variação de Φµν escreve-se

RµνδΦ
µν = Rρσδ(F

ραF σ
α )

= Rρσ
(
F α
µ F σ

α δgµρ+Fρ
β F σ

α δgβα +FραFαν g
νσ )

=
(
RσνΦ

σ
µ +RρσFρµ Fνσ +RρµΦ

ρ
ν

)
δgµν

=
(
Rε(µΦ

ε
ν) +RρσFρµ Fνσ

)
δgµν . (1.24)

O termo com a variação métrica de F é

1
4

RδF =
1
4

R
(
Fµν F ν

α δgαµ + Fµν Fµ
β δg

βν )
= −

1
4

R
(
Fµν Fν

α δg
µα + Fνµ Fµ

β δg
νβ )

= −
1
2

RΦµν δg
µν . (1.25)

Por sua vez, a variação métrica do Tensor de Ricci, combinado ao Tensor deMaxwell, escreve-se

E µνδRµν = E µν (−δΓαµν;α + δΓαµα;ν
)

=
(
E µν

;α −E µκ
;κ δ

ν
α

)
δΓαµν

=
(
E µν

;α −E µκ
;κ δ

ν
α

) 1
2
gαβ

(
δgβµ;ν + δgβν;µ − δgµν;β

)
. (1.26)

Abrindo cada variação:
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1
2
(
E µν

;α −E µκ
;κ δ

ν
α

)
gαβδgβµ;ν = −

1
2
(
E µν

;α;ν −E µκ
;κ;ν δ

ν
α

)
gαβδgβµ

= −
1
2
(
E µν

;α;ν −E µκ
;κ;α

)
(−gβµδg

αβ)

=
1
2
(
E ν
β ;α;ν −E κ

β ;κ;α
)
δgαβ

=
1
2
(
E ε
ν ;µ;ε −E κ

ν ;κ;µ
)
δgµν . (1.27)

1
2
(
E µν

;α −E µκ
;κ δ

ν
α

)
gαβδgβν;µ = −

1
2
(
E µν

;α;µ −E µκ
;κ;µ δ

ν
α

)
gαβδgβν

= −
1
2
(
E µν

;α;µ −E µκ
;κ;µ δ

ν
α

)
(−gβνδg

αβ)

=
1
2
(
E µ

β;α;µ −E µκ
;κ;µgαβ

)
δgαβ

=
1
2
(
Eε

ν;µ;ε −E ρσ
;σ;ρgµν

)
δgµν . (1.28)

−
1
2
(
E µν

;α −E µκ
;κ δ

ν
α

)
gαβδgµν;β = +

1
2
(
E µν

;α;β −E µκ
;κ;β δ

ν
α

)
gαβδgµν

= +
1
2
(
�E µν −E µκ

;κ;β g
νβ ) δgµν

= +
1
2
(
�E µν −E µκ ;ν

;κ
)
(−gµαgνβδg

αβ)

= −
1
2
(
�Eαβ −E κ

α ;κ;β
)
δgαβ

= −
1
2
(
�Eµν −E κ

µ ;κ;ν
)
δgµν, (1.29)

onde o d’Alembertiano� é definido como

�Mµν := gγδ Mµν;γ;δ . (1.30)
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Coletando os resultados, a expressão (1.26) retorna

E µνδRµν =
1
2
(
E ε
ν ;µ;ε −E κ

ν ;κ;µ +Eε
ν;µ;ε −E ρσ

;σ;ρgµν −�Eµν +E κ
µ ;κ;ν

)
δgµν

=
1
2
(
2Eε

µ;ν;ε −E ρσ
;σ;ρgµν −�Eµν

)
δgµν

=
(
Eε

µ;ν;ε −
1
2

E ρσ
;σ;ρgµν −

1
2
�Eµν

)
δgµν

=
(
Φ
ε
µ;ν;ε +

1
4

F;ν;µ −
1
2
Φ
ρσ

;σ;ρgµν −
1
8
�Fgµν −

1
2
�Φµν −

1
8
�Fgµν

)
δgµν

=
( 1
2
Φ
ε
(µ;ν);ε +

1
4

F;µ;ν −
1
2
gµν (Φ

ρσ
;σ;ρ+

1
2
�F )−

1
2
�Φµν

)
δgµν .

Logo, a fonte de energiaZµν gerada pelo acoplamento (1.22) resulta

Zµν � −
1
2
gµν

(
RρσΦ

ρσ +
1
4

RF
)
+Rε(µΦ

ε
ν) +RρσFρµ Fνσ −

1
2

RΦµν +
1
4

FRµν

+
1
2
Φ
ε
(µ;ν)ε +

1
4

F;µ;ν −
1
2
gµν

(
Φ
ρσ

;σ;ρ+
1
2
�F

)
−

1
2
�Φµν , (1.31)

O traço deZµν se reduz a

Z = CµνΦ
µν − E µν

;µ;ν . (1.32)

Conclui-se, por inspeção direta dos termos com derivadas de Fµν , que a fonte não mínimaZµν

quebra a invariância dual do campo eletromagnético.

No limite em que a métrica de espaço curvo gµν tende para a métrica de espaço plano ηµν ,Zµν

é não nulo,

lim
gµν−→ηµν

Zµν =
1
2
Φ
ε
(µ,ν)ε +

1
4

F,µ,ν −
1
2
ηµν

(
Φ
ρσ
,σ,ρ+

1
2
�F

)
−

1
2
�Φµν, (1.33)

com

�F :=
1
√
−η

(
ηµνF,µ

)
,ν . (1.34)

A variação de L em relação ao campo Aµ escreve-se

δ
(√
−g

ζ

2
CµνΦ

µν ) �√−g
2

ζ
[
Cµν(δFµα )F

α
ν + CµνF α

µ δFαν
]

=
√
−g ζ

[
−CµεF ν

ε − Fµ
ε Cεν

]
δ(Aµ;ν) . (1.35)
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Introduzindo a contribuição de Maxwell, a variação da ação em relação a Aµ retorna:

δAµ

∫
L d4x =

∫
√
−g

[
Fµν

;ν + ζ
(
Cµ

εFεν + Fµ
ε Cεν )

;ν
]
δAµ d4x

−

∫ { (√
−gFµνδAµ

)
;ν + ζ

[√
−g

(
CµεF ν

ε + Fµ
ε Cεν )δAµ

]
;ν

}
d4x. (1.36)

A segunda integral acima equivale a um termo de superfície, sobre o qual a variação δAµ é nula.
A dinâmica de Aµ é descrita por

Fµν
;ν + ζ

(
Cµ

εFεν + Fµ
ε Cεν )

;ν = 0 . (1.37)

Vamos examinar algumas propriedades do campo eletromagnético sob a interação ζCµνΦ
µν.

A divergência da fonte de Maxwell15 implica

E µν
;ν = Fµ

α Fαν
;ν +Fµ

α;ν Fαν +
1
2
gµνFγδ Fγδ;ν

= Fµ
α Fαν

;ν +
1
2
gµνFγδ ( Fνγ;δ +Fδν;γ +Fγδ;ν

)
= −ζ Fµ

α

(
Cα

βF βν +Fα
β Cβν )

;ν , (1.38)

Ou seja, na ausência de corrente externa Jµ, o tensor de Maxwell se conserva apenas no limite
para campo gravitacional fraco.

Por outro lado, se tomarmos a divergência das equações (1.37) na presença de correntes geradas
por matéria, têm-se

Fµν
;ν;µ + ζ

(
Cµ

εFεν + Fµ
ε Cεν )

;ν;µ = Jµ;µ . (1.39)

O primeiro termo é identicamente nulo, visto que

Fµν
;ν;µ =

1
2

Fµν
;[ν;µ] =

1
2
(
Fµν

;ν;µ −Fµν
;µ;ν

)
=

1
2
(
Rµ

ενµFεν +Rν
ενµFµε)

=
1
2
(
−RενFεν +RεµFµε) = 0. (1.40)

15 Dirac, 1975, §29.
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Pela regra de Leibniz, a eq.(1.39) retorna

Jµ;µ = ζ
(
Cµ

ε;νFεν +Cµ
εFεν

;ν +Fµ
ε;ν Cεν +Fµ

ε Cεν
;ν
)
;µ

= ζ
(
Rµ

ε;νFεν −
1
4

R,νFµν +Rµ
εFεν

;ν −
1
4

RFµν
;ν

+Fµ
ε;ν Rεν −

1
4

RFµν
;ν +Fµ

ε Rεν;ν −
1
4

FµνR,ν
)
;µ

= ζ
(
Rµ

ε;νFεν +Rµ
εFεν

;ν +Fµ
ε;ν Rεν +Fµ

ε Rεν;ν

−
1
2

RFµν
;ν −

1
2

R,νFµν )
;µ. (1.41)

Abrindo a segunda derivada covariante,

Jµ;µ = ζ
(
Rµ

ε;ν;µFεν +Rµ
ε;νFεν

;µ +Rµ
ε;µFεν

;ν +Rµ
εFεν

;ν;µ

+Fµ
ε;ν;µ Rεν +Fµ

ε;ν Rεν;µ +Fµ
ε;µ Rεν;ν +Fµ

ε Rεν;ν;µ

−
1
2

R,µFµν
;ν −

1
2

RFµν
;ν;µ −

1
2

R,ν;µFµν −
1
2

R,νFµν
;µ

)
. (1.42)

Embora a segunda derivada do campo Fµν , com índices contraídos, se anule, o mesmo não
ocorre sem a contração dos índices, pois

Fµε
;ν;µ =

1
2

Fµε
;[ν;µ] =

1
2
(
Fµε

;ν;µ −Fµε
;µ;ν

)
=

1
2
(
Rµ

ανµFαε +RεανµFµα)
=

1
2
(
−RανFαε +RεανµFµα) . (1.43)

Segue que a equação de continuidade pode ser escrita na forma

Jµ;µ = ζ
(
Rε[νFµ]

ε;ν;µ +Fε[νRµ]
ε;ν;µ +Rµ

ε;(νFεν
;µ)

+Fµ
ε;(ν Rεν;µ) −

1
2

R,(µFµν
;ν) −

1
2

R,ν;µFµν ) . (1.44)

A criação de cargas ocorre em regiões nas quais a curvatura é não nula.

A possibilidade de geração de carga no universo tornou-se uma das questões cruciais para a
elaboração de cenários cosmológicos alternativos. Raymond Lyttleton e Hermann Bondi16

16Lyttleton e Bondi, 1959.
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sugeriram, no final dos anos 1950, que a pequena diferença de magnitude observada entre a
carga do elétron e a do próton pode ter dado origem a uma força cósmica de natureza repulsiva.
Tal força poderia ser, assim, a causa da expansão do universo. LB mostraram, então, que uma
modificação da lagrangiana de Maxwell, pela adição de um termo de massa da forma εAµAµ,
seria suficiente para quebrar a conservação de carga e, com isso, explicar a sua hipótese.

A solução cosmológica obtida por LB é de um cenário preenchido de fótons não-lineares,
conhecida como a solução de estado estacionário, configuração equivalente à encontrada por de
Sitter17.

Em seguida, Fred Hoyle e Jayant Narlikar18 mostraram que a modificação sugerida por LB é
equivalente à introdução de um fluido com energia negativa, que pode ser construído com um
campo escalar C e uma constante cosmológica λ, pelas equações de campo

Rµν −
1
2

Rgµν +λgµν = −κ
(
Eµν − f (CµCν −

1
4

C2gµν )
)
. (1.45)

O campo-C é responsável pela criação contínua de matéria.

Consequentemente, instalou-se um impasse entre o efeito da eletrodinâmica modificada de
Lyttleton e Bondi e a conjetura de criação contínua de matéria, de Hoyle19.

Em contexto diverso, a interação não mínima da gravitação com o campo eletromagnético
sugere outro caminho para tal discussão. Em regiões nas quais a curvatura exibe intensidade não
desprezível, a gravitação em interação direta com o campo eletromagnético torna-se responsável
pela geração de cargas20. As equações de campo para a métrica são descritas por

(1+ β A)
[

Rµν −
1
2

Rgµν
]
− β� Agµν + β A;µ;ν + βRAµAν = −κ

(
Eµν +Tm

µν

)
,

onde A := AµAν.

Examina-se, a seguir, a propagação de descontinuidades do campo eletromagnético interagindo
não minimamente com a gravitação.

Seja Σ uma superfície de descontinuidade do campo eletromagnético Fµν , satisfazendo a con-
dição Σ(x) = constante. Por hipótese, o campo Fµν é contínuo sobre Σ e sua primeira derivada
contém uma descontinuidade finita. Denotando por21(

J
)
Σ

:= lim
δ→0+

(
J |Σ+δ − J |Σ−δ

)
(1.46)

17de Sitter, 1917.
18Hoyle e Narlikar, 1964. Uma revisão crítica é feita por Narlikar, 2006.
19Novello e Salim, 1983, p.217.
20Novello e Salim, 1979.
21Novello e Goulart, 2010, §1.5.



18

a descontinuidade de uma função arbitrária J, podemos supor que(
Fµν

)
Σ
= 0; (1.47)(

∂λFµν
)
Σ
= fµν κλ, (1.48)

onde fµν é a intensidade da descontinuidade e κλ o campo gradiente de Σ.

A questão que está posta é: a interação não-mínima, ζCµνΦ
µν altera a propagação de desconti-

nuidades do campo eletromagnético na descrição de Maxwell?

Abrindo as equações de campo (1.37), têm-se

Fµν
;ν + ζ

(
Cµ

ε;νFεν +Cµ
εFεν

;ν +Fµ
ε;ν Cεν +Fµ

ε Cεν
;ν

)
= 0. (1.49)

Tomando a curvatura como um campo externo à interação eletromagnética, o campo Fµν , sob
as condições (1.47) e (1.48), exibe as seguintes descontinuidades:

f µνκν + ζ
(
Cµ

ε f εν + f µε Cεν ) κν = 0, (1.50)

ou ainda,

fεα κνΨ
εα = 0, (1.51)

com

Ψ
εα := δεµδαν + ζ

(
Cε

µδ
α
ν +Cε

ν δ
α
µ

)
. (1.52)

A propriedade de simetria do campo EM revela, pela contração com κν, que

( fεα κν + fαν κε + fνε κα ) κ
ν
Ψ
εα = 0. (1.53)

Visto que o primeiro termo é nulo, segue-se que

fεα Ψ
εα( κν κ

ν ) = 0. (1.54)

Consequentemente, a evolução de descontinuidades da interação não-mínimaD, sob a hipótese
de que a curvatura exerce o papel de um campo externo, preserva as descontinuidades da
eletrodinâmica de Maxwell. Dito de outro modo, a propagação de descontinuidades do campo
eletromagnético sob a interação D segue curvas geodésicas na métrica gµν .
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Por fim, vamos tomar as equações de campo (1.37) na presença de corrente externa Jµ . Por
definição, escreve-se o primeiro termo na forma

Fµν
;ν :=

(
Aµ;ν − Aν;µ

)
;ν = Aµ;ν

;ν − Aν;µ;ν

=�Aµ− Aν ;µ
;ν +RεµAε . (1.55)

Segue-se que a equação de onda para o Campo de Maxwell Aµ é dada por

�Aµ− Aν ;µ
;ν +Rµ

ε Aε = Jµ− ζ
(
Cµ

εFεν +Fµ
ε Cεν )

;ν . (1.56)

O termo�Aµ− Aν ;µ
;ν é o operador de Rham de espaços curvos.

Antes de prosseguirmos com algumas soluções cosmológicas das interações RF e CµνΦ
µν,

vamos analisar alguns aspectos das interações gravitacionais representadas pelo tensor de Weyl.

O tensor curvatura de Riemann Rαβµν pode ser decomposto em suas partes irredutíveis na
forma22

Rαβµν = Wαβµν +Mαβµν −
1
6

Rgαβµν, (1.57)

onde Wαβµν é o tensor de Weyl, Mαβµν é o tensor de Einstein, definido por

2Mαβµν := Rαµ gβν +Rβν gαµ −Rανgβµ −Rβµgαν (1.58)

e

gαβµν := gαµgβν −gανgβµ . (1.59)

O tensor de Riemann possui 20 componentes independentes, estando 10 associadas à parte de
Weyl, 9 ao tensor de Ricci Rµν e uma ao escalar de curvatura R.

De modo similar à rotação de Fµν , o mapa dual R(θ) atua sobre o tensor de Weyl na forma23

Wαβµν

R(θ)
7−→ W̃αβµν = cosθ Wαβµν + senθ

∗

Wαβµν , (1.60)

Segue-se que o ”super-tensor” de energia de Bel Tαβµν , associado ao tensor de Weyl pela
expressão24

22Narlikar e Karmarkar, 1949;Géhéniau e Debever, 1956.
23Debever, 1958, §14.
24Bel, 1960.
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Tαβµν = 2
(
WακνλW κ λ

β µ +W∗ακνλW
∗ κ λ
β µ

)
(1.61)

é invariante sob rotação dual25.

A demonstração é direta. Pela identidade de Debever (1958),

WαρµσW ρ σ
β ν −W∗αρµσW∗ ρ σβ ν = Agαβgµν , (1.62)

com

A :=
1
8

Wαβ
ρσW ρσ

αβ , (1.63)

escrevem-se

W̃ακνλW̃ κ λ
β µ =

(
cosθ Wακνλ + senθ W∗ακνλ

) (
cosθ W κ λ

β µ + senθ W∗ κ λβ ν

)
= cos2 θ WακνλW κ λ

β µ + sen 2θ W∗ακνλW
∗ κ λ
β ν + sen2θWακνλW∗ κ λβ ν

= WακνλW κ λ
β µ − sen 2θ Agαβgµν + sen2θWακνλW∗ κ λβ ν (1.64)

W̃∗ακνλW̃
∗ κ λ
β µ =

(
cosθ W∗ακνλ + senθ W∗ ∗ακνλ

) (
cosθ W∗ κ λβ µ + senθ W∗ κ ∗λβ µ

)
= cos2 θ W∗ακνλW

∗ κ λ
β µ + sen 2θ WακνλW κ λ

β µ − sen2θ W∗ακνλW
κ λ

β µ

= W∗ακνλW
∗ κ λ
β µ + sen 2θ Agαβgµν − sen2θ W∗ακνλW

κ λ
β µ . (1.65)

Logo, Tαβµν é invariante pela ação do mapa (1.60),

T̃αβµν = Tαβµν . (1.66)

A trilha aberta por Géhéniau e Debever sugere prosseguirmos com a questão: a gravitação,
acoplada não minimamente ao campo Fµν pelo tensor deWeyl, é capaz de restaurar a invariância
dual do eletromagnetismo?

Com uma inspeção direta, pode-se mostrar que a interação

I = Wαβµν FαβFµν , (1.67)

25Debever, 1958, §11.
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sob as transformações (1.8) e (1.60), satisfaz a rotação de dualidade sob o vínculo θ = −2α.

Pode-se afirmar a seguinte conclusão26: a invariância dual de I ocorre se o ângulo de rotação
para o campo de spin 2, representado pelo tensor de Weyl, for exatamente duas vezes o ângulo
de rotação do campo de spin 1, representado pelo tensor de Faraday.

Consequentemente, a invariância do tensor de Weyl sob o mapa (1.60) generaliza o conteúdo
físico da transformação dual de ambos os campos. As rotações – introduzidas separadamente sob
ângulos distintosα e θ – geram, pormeio do acoplamento não-mínimo, uma única transformação,
pela condição θ = −2α. Tal resultado sugere que a determinação da rotação de Wαβµν é restrita
a espaços curvos vazios sob a premissa de acoplamento mínimo a outros campos.

Com o tensor livre de traço Cµν e o tensor de Weyl, Debever construiu, por meio das contrações

Dµν := WµανβCαβ, (1.68)
∗

Dµν :=
∗

W µανβCαβ , (1.69)

um conjunto de quatorze invariantes da gravitação pura27.

Surge, então, a questão: uma vez que Cµν e o tensor de Weyl Wαβµν restauram a invariância
global e local do eletromagnetismo por rotação dual, que ocorre com os invariantes puros de
Debever sob interação não-mínima com o campo eletromagnético?

Um cálculo semelhante ao realizado acima revela uma nova classe de invariantes da gravita-
ção, sob as tranformações duais (1.8) e (1.60), interagindo não-minimamente com o campo
eletromagnético:

26Hartmann e Novello, 2019.
27Debever, 1964; Novello, 2010, cap.1.
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D1 = CµνΦ
µν (1.70)

D2 = Wαβµν FαβFµν (
θ = −2α

)
(1.71)

D3 =
∗

WαβµνFαβFµν (
θ = −2α

)
(1.72)

D4 = W γδ
αβ Wγδµν FαβFµν (

θ = −α
)

(1.73)

D5 = W γδ
αβ

∗

WγδµνFαβFµν (
θ = −α

)
(1.74)

D6 = W γδ
αβ W εζ

γδ Wεζ µν FαβFµν (
θ = −

2
3
α
)

(1.75)

D7 = W γδ
αβ W εζ

γδ

∗

Wεζ µνFαβFµν (
θ = −

2
3
α
)

(1.76)

D8 = D α
µ D β

α D γ
β DγνΦ

µν (
θ = −

α

2
)

(1.77)

D9 = D α
µ D β

α D γ
β

∗

DγνΦ
µν (

θ = −
α

2
)
. (1.78)

Dimensionalidade Invariantes duais Dimensão de ξ
M · L−5 D1,D2,D3 L4 ·T−2

M · L−7 D4,D5 L6 ·T−2

M · L−9 D6,D7 L8 ·T−2

M · L−19 D8,D9 L18 ·T−2

Por fim, visto que combinações da curvatura de Riemann contraída - como Cµν , por exemplo -
não afetam o mapa dual R(θ), o conjunto de invariantes duais não-mínimos não é univocamente
definido. Tal asserção pode ser testada pela inspeção direta da interação

D′ = DµνΦ
µν, (1.79)

cuja invariância dual é conquistada se θ = −2α, o mesmo vínculo do invariante D2.
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C a p í t u l o 2

ACELERAÇÃO CÓSMICA

A história evolutiva do Universo é, por convenção, separada em diferentes eras, de acordo com
a dependência que a distribuição de energia tem com o fator de escala de expansão a(t). Vamos
considerar um espaço isotrópico e homogêneo com curvatura nula. A métrica neste caso assume
a forma

ds2 = dt2− a2(t) (dx2+ dy2+ dz2). (2.1)

As componentes do Tensor de Ricci e o escalar de curvatura são descritos pelas relações

Roo = Ûθ +
1
3
θ2, (2.2)

Ri j =
1
3
(
Ûθ + θ2)gi j , (2.3)

R = 2 Ûθ +
4
3
θ2, (2.4)

onde denota-se o fator de expansão por θ := 3 Ûa/a.

O conjunto de equações de campo da TGR1 se reduz às relações de densidade ρ e conservação
de energia2,

ρ =
θ2

3
(2.5)

Ûρ+ (ρ+ p)θ = 0 . (2.6)

A integral primeira da expressão (2.6) retorna

ρ = ρo a−3(λ+1), (2.7)

onde o vínculo λ entre a pressão isotrópica p e a densidade de energia ρ é expresso pela equação
de estado

p = λρ . (0 < λ < 1) (2.8)

1 Expressão (7) da Introdução.
2 Novello, 2010, cap.7.
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De imediato, obtém-se o fator de escala de expansão

a(t) = ao t2/[3(λ+1)]. (2.9)

Projetando as equações de campo da TGR sobre o referencial de um observador comóvel,
caracterizado pelo vetor tangente à sua linha de Universo vµ = δ

µ
o e normalizado, vµvνgµν = 1,

Rµνv
µvν = −Tµν v

µvν +
T
2
. (2.10)

obtém-se a Equação de Raychaudhuri na métrica isotrópica e homogênea,

Ûθ +
θ2

3
= −

1
2
( ρ+ 3 p ) . (2.11)

Sob o princípio de acoplamento mínimo, a distribuição de energia da TGR é a própria fonte
de Maxwell Eµν , cuja compatibilidade com a métrica espacialmente isotrópica e homogênea
depende de um prodecimento de média estatística do campo eletromagnético Fµν sobre todo o
espaço3.

Define-se a média espacial de uma quantidade Q(t; ®x), a um instante de tempo t, como4

〈
Q

〉
:= lim

V→∞

1
V

∫
√
−gQ d3x, (2.12)

tal que V =
∫ √
−g d3x. Decorre que as partes elétrica Ei e magnética Bi do tensor de Faraday

são compatíveis com a isotropia e homogeneidade do espaço se satisfazem o seguinte conjunto
de relações: 〈

Ei
〉
= 0,

〈
Bi

〉
= 0,

〈
EiB j

〉
= 0, (2.13)〈

EiE j
〉
= −

1
3
E2gi j , (2.14)〈

BiB j
〉
= −

1
3
B2gi j , (2.15)

onde E e B dependem apenas do tempo.

Consequentemente, a fonte de Maxwell Eµν se reduz à estrutura de fluido perfeito,〈
Eµν

〉
= ( ργ + pγ )vµvν − pγ gµν , (2.16)

3 Tolman e Ehrenfest, 1930.
4 Novello e Goulart, 2010, cap.9.
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com

ργ = 3 pγ =
1
2
(E2 + B2 ) . (2.17)

Pela conservação de energia, a densidade de radiação evolui com a−4. Tal distribuição de
energia dominada pelo campo eletromagnético é referida como a era de radiação. No caso
de matéria incoerentemente distribuída, λ = 0, a densidade de energia depende de a−3. A
relevância da interação eletromagnética na expansão do Universo, pela abordagem convencional
da cosmologia, reside na primeira era.

As recentes propostas de descrever a expansão do Universo em termos de uma fonte de energia
desconhecida - denominada ”energia escura” - reorienta esse primeiro esquema, sugerindo que
novas formas de matéria possam ser responsáveis pela era aceleração cósmica5.

Assume-se, implicitamente, com tal sentença que o exame de todas as interações possíveis
do campo eletromagnético com a gravitação se exauriu. O presente capítulo busca retornar a
essa discussão mediante a seguinte questão: é possível descrever a era de aceleração cósmica,
no interior da relatividade geral, apenas com a interação entre o campo eletromagnético e
a gravitação? Ou ainda: é o campo eletromagnético responsável pela aceleração cósmica a
tempos tardios? A resposta a essa questão depende do modo pelo qual o campo eletromagnético
interage com a gravitação.

Vamos considerar a conjetura expressa pela densidade lagrangiana L , na forma6

L =
√
−g

( 1
2κ

R−
c2

4
F +

ξ

2
RF

)
, (2.18)

onde F := Fµν Fµν e ξ é a constante de acoplamento não-mínimo, que deve ter a dimensão
[ξ] := L4 T−2. Daqui por diante, escreve-se κ = 1 = c.

A dinâmica de gµν é dada por7

Rµν −
1
2

Rgµν = −Eµν − ξZµν , (2.19)

com

Zµν := F(Rµν −
1
2

Rgµν ) −2RΦµν −�F gµν + F;µ;ν . (2.20)

5Diversas propostas para resolver essa questão têm sido apresentadas. Um trabalho de revisão é feito por Sahni,
2005.

6 Novello e Hartmann, 2019a.
7Os detalhes do cálculo podem ser encontrados, por exemplo, em Jorda, 1988.
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O traço resulta

R = ξ (RF −3�F) . (2.21)

A equação para o campo eletromagnético é[
(1 − 2ξR)Fµν

]
;ν = 0 . (2.22)

Considera-se, a seguir, a dinâmica descrita pelas equações (2.19) no caso em que a métrica
assume a forma (2.1). De acordo com o procedimento convencional, o exame da distribui-
ção de energia em uma métrica isotrópica e homogênea requer a média estatística do campo
eletromagnético.

A representação do campo eletromagnético pelo tensor de Faraday Fµν pode ser decomposta
em suas partes elétrica Eµ e magnética Bµ , com relação a vµ , pela expressão irredutível

Fµν = vµEν − vνEµ +ηµνρσv
ρBσ, (2.23)

tal que

Eµ = Fµα v
α, (2.24)

Bµ =
∗

Fµαv
α =

1
2
ηµαρσv

αFρσ . (2.25)

Assim, a decomposição do tensor dual
∗

Fµν é obtida da equação (2.23) pela transformação de
Eµ 7−→ Bµ e de Bµ 7−→ −Eµ , ou seja,

∗

Fµν = vµBν − vνBµ −ηµνκλv
κEλ. (2.26)

Vamos considerar, além disso, a hipótese de cenário quase-magnético8, pela qual a parte elétrica
é proporcional à parte magnética,

E2 = σ2B2 , (2.27)

e denotar por X := B2 a componente magnética.

8 Novello e Bergliaffa, 2008, §4.5.1; Ducap, 2014.
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Logo,

F = −2(E2−B2) = −2(σ2−1)X (2.28)

e 〈
Φµν

〉
=

2
3
(σ2+1)X vµvν +

1
3
(σ2 − 2)X gµν . (2.29)

Nota-se: gµν
〈
Φµν

〉
= 2(σ2−1)X = −F.

Segue-se que a fonte de Maxwell, sob média, resulta〈
Eµν

〉
=

〈
Φµν

〉
+

1
4

Fgµν =
2
3
(σ2+1)Xvµvν −

1
6
(σ2+1)Xgµν . (2.30)

O tensor de energia do campo eletromagnético, sob média, permanece livre de traço. A média
da fonte não-mínima, por sua vez, é dada por

〈
Zµν

〉
= F(Rµν −

1
2

Rgµν ) −
4
3
(σ2+1)XRvµvν −

2
3
(σ2−2)XRgµν −�Fgµν + F;µ;ν , (2.31)

cujo traço é inalterado sob média.

Uma teoria satisfaz a representação de fluido perfeito somente se o fluxo de calor e a pressão
anisotrópica são nulos. Precisamos, assim, testar as quantidades irredutíveis associadas à
decomposição de Zµν sob a métrica (2.1).

As quantidades irredutíveis associadas a um tensor de energia Zµν são construídas pela decom-
posição de Zµν na forma9

〈
Zµν

〉
= (ρz + pz)vµvν − pz gµν + q(z)

(µ
vν) + π

(z)
µν, (2.32)

de modo que, por definição,

ρz := Zρσ v
ρvσ, (2.33)

pz := −
1
3

Zρσ hρσ, (2.34)

q(z)λ := Zρσ v
σhρλ, (2.35)

π
(z)
µν := Zρσ hρµhσν + pzhµν . (2.36)

9 Novello, 1979a.
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Os parâmetros de densidade de energia ρz e pressão isotrópica pz respectivos são

ρz = 2(σ2−1)θ ÛX −4σ2X Ûθ −2(σ2+
1
3
)Xθ2 (2.37)

pz = −2(σ2−1) ÜX −
4
3
(σ2−1)θ ÛX −

4
3

X Ûθ +
2
9
(σ2−5)θ2X . (2.38)

O fluxo de calor q(z)λ associado a Zµν é dado por

q(z)λ = FRλβv
β − FRαβv

αvβvλ +F;λ;β v
β −F;α;β v

αvβvλ, (2.39)

cujas componentes na métrica isotrópica são nulas, qo = 0 = qi .

Abrindo a expressão da pressão anisotrópica π(z)µν , tem-se

π
(z)
µν = Zµν + Zαβ v

αvβvµvν − Zµβ v
βvν − Zαν v

αvµ + pzhµν

= F
(
Rµν −

1
2

Rgµν
)
−

4
3
(σ2+1)XRvµvν −

2
3
(σ2−2)XRgµν −�Fgµν + F;µ;ν

+F
(
Roo −

1
2

Rgoo
)
vµvν −

4
3
(σ2+1)XRvµvν −

2
3
(σ2−2)XRvµvν −�Fvµvν + F;o;o vµvν

−F
(
Rµβv

βvν −
1
2

Rvµvν
)
+

4
3
(σ2+1)XRvµvν +

2
3
(σ2−2)XRvµvν +�Fvµvν − F;µ;o vν

−F
(
Rανv

αvµ −
1
2

Rvµvν
)
+

4
3
(σ2+1)XRvµvν +

2
3
(σ2−2)XRvµvν +�Fvµvν − F;o;ν vµ

+
[ 1

6
RF +

1
3

FRαβv
αvβ +

2
3
(σ2−2)XR+

2
3
�F +

1
3

F;α;β v
αvβ

]
hµν, (2.40)

que resulta

π
(z)
µν =

(2
3

FRαβv
αvβ +

1
3

RF +
2
3

F;α;β v
αvβ +

1
3
�F

)
vµvν

+
(1
3

FRαβv
αvβ −

1
3

RF +
1
3

F;α;β v
αvβ −

1
3
�F

)
gµν (2.41)

+FRµν −FRµβv
βvν −FRανv

αvµ +F;µ;ν −F;µ;β v
βvν −F;α;ν v

αvµ .
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Na representação de fluido perfeito, as componentes o-o e o- j de π(z)µν são nulas. Resta abrir a
componente espacial:

π
(z)
i j = FRi j +F,i; j + (

1
3

FRαβv
αvβ −

1
3

RF +
1
3

F;α;β v
αvβ −

1
3
�F )gi j

= F(Ri j +
1
3

Roo gi j −
1
3

Rgi j ) + F,i; j +
1
3

F,o;o gi j −
1
3
�Fgi j

=
F
3

[
( Ûθ + θ2)+ ( Ûθ +

θ2

3
)− (2 Ûθ +

4
3
θ2)

]
gi j +

1
3
(
θ ÛF + ÜF − ÜF − θ ÛF

)
gi j

=0. (2.42)

Portanto, a fonte não mínima Zµν se reduz à representação de fluido perfeito,〈
Zµν

〉
= (ρz + pz)vµvν − pz gµν , (2.43)

com ρz e pz descritos pelas expressões (2.37) e (2.38), respectivamente.

A primeira solução cosmológica que, de imediato, pode ser constatada é o estado fundamental
da teoria, no qual o fator de expansão θ é constante,

θ := θo. (2.44)

Pela expressão para a densidade de energia ρ, eq. (2.5), segue-se que ρ = ρo. Da conservação
de energia, eq. (2.6), decorre ρ+ p = 0. Com isso, temos

ρ+ p = −
1
3
σ2+1
σ2−1

X + ξ
{
ÜX −

θo
3
ÛX +

8
9

(
σ2+1
σ2−1

)
θ2

o X
}
= 0. (2.45)

Seja a solução da forma

X = A+ Xo expλt. (2.46)

A parte temporal, representada pela exponencial, retorna

λ2 −
θo
3
λ +

(8
9
θ2

o −
1
3ξ

)σ2+1
σ2−1

= 0, (2.47)

com

λ =
θo
6

(
1 ±

√
1−4

(
8−

3
ξθ2

o

)σ2+1
σ2−1

)
. (2.48)
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A parte constante da solução (2.46) retorna

(8
9
θ2

o −
1
3ξ

) [
σ2+1
σ2−1

]
A = 0 (2.49)

θ2
o =

3
8ξ
, (2.50)

que implica

λ =
θo
3
=

1√
24ξ

. (2.51)

Logo,

X(t) = A+ Xo exp
( θo

3
t
)
. (2.52)

Pela equação de campo ρo = θ
2
o/3, tem-se o valor de A:

A = −
4
3

θo

σ2−1
. (2.53)

revela uma constante cosmológica, dependente da constante de acoplamento não mínimo ξ e do
fator σ2, que relaciona as partes elétrica e magnética do campo Fµν , dada por

Λ = −
1
4
(σ2−1)A =

1
8ξ

(2.54)

X(t) = −
4√
24ξ

1
σ2−1

+ Xo exp
( t√

24ξ
)
. (2.55)

O segundo cenário cosmológico da teoria (2.18) consiste no caso σ2 = 0, ou seja, quando apenas
a componentemagnética ao quadradoB2 sobrevive. Tal tipo de solução é conhecido na literatura
como cenário de Universo magnético10.

Na vizinhança da condensação máxima do Universo, a matéria se comporta, com boa aproxi-
mação, como um plasma primordial. Fixar E2 = 0 equivale a eliminar termos de viscosidade na
condutividade elétrica do plasma primordial11.

10Novello e Bergliaffa, 2008, p. 4.5.1; Ducap, 2014.
11Idem.
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A combinação da fonte de Maxwell com a fonte não-mínima de energia, sob média, se reduz à
expressão

〈
Tµν

〉
= ( ρ+ p )vµvν − pgµν, (2.56)

com densidade de energia total ρ e pressão isotrópica total p dadas por

ρ := ργ + ξ ρz =
1
2

X − ξ(2θ ÛX +
2
3
θ2X ), (2.57)

p := pγ + ξ pz =
1
6

X + ξ(2 ÜX +
4
3
θ ÛX −

4
3
ÛθX −

10
9
θ2X ). (2.58)

A conservação de energia, eq.(2.6), resulta

(
1
2
ÛX +

2
3
θX )(1 − 4ξ Ûθ −

8
3
ξθ2 ) = 0. (2.59)

A equação de conservação de energia nos conduz a duas equações diferenciais ordinárias
independentes. Vamos examinar três caminhos distintos.

(I.) Solução exponencial:

Vamos considerar a dinâmica da geometria descrita por

1 − 4ξ Ûθ −
8
3
ξθ2 = 0, (2.60)

que admite a solução exponencial

θ(t) =
3
4

m
emt +1
emt −1

. (2.61)

A evolução do campo magnético X := B2 é dada pela equação de campo ρ = θ2/3, que retorna

ÛX + f (t)X = g(t), (2.62)

com

f (t) =
1
3
θ −

1
4ξθ

(2.63)

g(t) = −
1
6ξ

θ . (2.64)
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Por uma integração direta, encontra-se

X =
3
4

m2 1+ emt
√

1− emt
F
(
1/4,1/2,5/4, emt ), (2.65)

sendo F(1/4,1/2,5/4, emt) a função hipergeométrica e a constantem relacionada com a constante
de interação ξ pela expressão

m2 =
2
3ξ

. (2.66)

A solução física está contida na raiz negativa de m,

B2(t) =
1
2ξ

1+ e−
√

2/(3ξ) t

(1− e−
√

2/(3ξ) t)1/2
F
(
1/4,1/2,5/4, e−

√
2/(3ξ) t ) . (2.67)

Figura 2.1: Solução exponencial: evolução temporal do campo magnético B2(t).
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Da expressão para θ, eq.(2.61), obtém-se a expressão para o fator de escala do Universo a(t),

a(t) = e−mt/4√1− emt . (2.68)

De acordo com a dinâmica do campomagnético, vamos considerar m negativo, tal que m = − β2.
Com isso, o fator de expansão θ(t) e o fator de escala do Universo a(t) são, respectivamente,
reescritos como

θ(t) =
3β2

4
eβ

2t +1
eβ2t −1

(2.69)

e

a(t) = e−β
2t/4

√
eβ2t −1 . (2.70)
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Figura 2.2: Solução exponencial: evolução do fator de escala do Universo a(t) (m < 0).
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Da variação temporal de θ,

Ûθ := 3
[ Üa

a
−

( Ûa
a
)2 ]
= −

3β4

2
eβ

2t

(eβ2t −1)2
(2.71)

decorre a aceleração do fluido cósmico12,

Üa
a
=
β4

16
[
1−

4eβ
2t

(eβ2t −1)2
]
. (2.72)

Uma inspeção direta mostra que Üa/a muda de sinal no ponto tc = (3ln5
√
ξ)/2.

Notam-se as seguintes situações limites:

lim
t−→0

Üa(t)
a(t)
=
β4

16
[
1−

4
(1−1)2

]
−→ −∞ (2.73)

lim
t−→∞

Üa(t)
a(t)

L′H
= lim

t−→∞

β4

16
[
1−

4
2(eβ2t −1)

]
≈
β4

16
, (2.74)

cuja expressão " L′H
= "denota a regra de L’Hospital para levantar a indeterminação∞/∞.

Em termos da constante de acoplamento não mínimo ξ, implicada pela equação (2.60) tal que
m2 = β4 = 2/3ξ, a aceleração a tempos tardios é

lim
t−→∞

Üa
a
≈

β4

16
=

1
24ξ

. (2.75)

12 Novello e Hartmann, 2019a.



34

Figura 2.3: Solução exponencial: aceleração cósmica Üa(t)/a(t).
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O fator de expansão cósmica, a tempos tardios, é descrito por

θ∞ := lim
t−→∞

θ(t) = lim
t−→∞

3β2

4
eβ

2t +1
eβ2t −1

L′H
=

3
4
β2. (2.76)

Tal resultado nos sugere que soma da densidade de energia total ρ com a pressão total p, na
história tardia do Universo, tende a uma constante.

O fato de ρ e p envolverem a função hipergeométrica nos impede reconhecer, de imediato,
a confirmação do resultado obtido. É possível, entretanto, tomar outro caminho possível na
floresta.

A inspeção direta da eq.(2.60) revela que o escalar de curvatura, assim como na TGR, é constante,
porém, diferentemente do caso com acoplamento mínimo "puro", é não nula, pois satisfaz a
relação

R =
1
2ξ
. (2.77)

Tal resultado é dependente do procedimento de média do campo eletromagnético, assim como
ocorre na teoria tradicional. Logo, surge a questão: o valor constante do escalar de curvatura
R é compatível com a dinâmica de Fµν ? De fato, se o escalar da curvatura satisfaz a relação
(2.77), então pela eq.(2.22), o campo eletromagnético segue, tal como na TGR, descrito pelas
equações de Maxwell no vazio13.

Portanto, a fonte de energia responsável pela dinâmica da geometria, a tempos tardios, é com-
patível com uma constante cosmológica Λ, na forma

Tµν = Λgµν, (2.78)

13Equações (9) da Introdução.
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de tal modo que Λ possui dependência com a constante de interação não mínima ξ,

Λ =
θ2
∞

3
=

1
8ξ
. (2.79)

Por outro lado, a tempos primordiais, quando β2 t << 1, a solução exponencial se comporta
como no caso típico do acoplamento mínimo,

a(t) ≈
√

t (2.80)

θ(t) ≈
3
2t
. (2.81)

Resta-nos, então, checar a seguinte questão: é a dinâmica de θ(t) compatível com a Equação de
Raychaudhuri? Uma inspeção direta da eq.(2.60) retorna

Ûθ +
θ2

3
= −

θ2

3
+

1
4ξ
= −

1
2
(ρ+3p), (2.82)

ou seja,

ρ = a−4+
1
8ξ
, (2.83)

p =
1
3
ρ−

1
6ξ

. (2.84)

Em síntese, a solução exponencial para a evolução de θ implica que fluido cósmico se comporta
como um gás de fótons quando o fator de escala do Universo é muito pequeno, a << 1, e evolui
a tempos tardios dominado por uma constante cosmológica, quando a >> 1. Conclui-se que a
dinâmica de θ(t) é compatível com a Equação de Raychaudhuri.

Com relação à constante cosmológica, poderia-se considerar a seguinte objeção: a adição de
uma nova constante λ ao fator de expansão θ(t) poderia anular o efeito de Λ? Em outras
palavras, o fator 1/8ξ é, de fato, uma constante cosmológica ou um resquício fictício, eliminável
formalmente?

A resposta é diretamente reconhecida a partir da equação que governa a dinâmica de θ. Seja

θ =
3β2

4
eβ

2t +1
eβ2t −1

+λ. (2.85)

Demonstra-se, por um cálculo direto, que

1 − 4ξ Ûθ −
8
3
ξθ2 = = 0, ( m2 =

2
3ξ
, λ = 0 ) . (2.86)
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Logo, a adição de uma nova constante λ é incompatível com a dinâmica de θ descrita pela
solução exponencial.

A não-linearidade da TGR implica a não unicidade das soluções às equações diferenciais.
Indicamos brevemente, a seguir, outras duas soluções matematicamente admissíveis.

(II.) Solução hiperbólica:

Vamos reconsiderar a dinâmica de θ, obtida da conservação de energia. A expressão (2.60)
admite a solução hiperbólica

θ(t) =
1
2

√
3
2ξ

tanh

(
t −12ξ√

6ξ

)
. (2.87)

Figura 2.4: Solução hiperbólica: fator de expansão θ(t).
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A dinâmica do campo magnético provém da equação diferencial (2.62). Seguindo o mesmo
caminho trilhado acima, encontra-se

Assim,

B2(t) = −
i

2ξ
1

cosh N1/2 cschN
G

[
iN/2,2

]
(2.88)

sendo G a função elíptica e

N =
t −12ξ√

6ξ
. (2.89)
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(III.) Solução θ = θ(X):

A equação para a conservação de energia, no caso magnético, nos conduziu a duas dinâmicas
da geometria que evoluem desacopladas do campo magnético. Tal situação, no entanto, não nos
impede de considerarmos a seguinte questão: uma solução na qual a dinâmica da geometria é
explicitamente dependente do campo magnético, θ = θ(X), é compatível com as equações de
campo obtidas no cenário magnético?

Seja a equação para X ,

ÛX +
4
3
θX = 0. (2.90)

É possível isolar θ pela equação de campo (2.5), que retorna

θ =
−4ξ ÛX ±

√
16ξ2 ÛX2+ 8

3 (1+2ξ X)X
4
3 (1+2ξ X)

(2.91)

A solução positiva satisfaz a expansão positiva. Substituindo na expressão para o campo
magnético, eq.(2.90),

ÛX =
2
√

2
√

3
X

√
X

1 − 6ξ X
(2.92)

A aceleração cósmica é dada por

3
Üa
a
=

1
1+2ξ X

{
X
2
+

14ξ2 ÛX2

1+2ξ X
−

7ξ ÛX
2(1+2ξ X)

√
16ξ2 ÛX2+

8
3
(1+2ξ X)X (2.93)

+
[
−3
√

6ξ +
12
√

6ξ2 ÛX√
16ξ2 ÛX2+ 8

3 (1+2ξ X)X

] √ X
1−6ξX

( 1−4ξ X
1−6ξ X

)
(2.94)

+
(1 + 4ξ X) ÛX√

16ξ2 ÛX2+ 8
3 (1+2ξ X)X

}
(2.95)

No limite em que ξ −→ 0, recupera-se o acoplamento mínimo:

ÛX =
2
√

2
√

3
X
√

X (2.96)

3
Üa
a
= Ûθ +

θ2

3
=
ÛX√
8
3 X
+

X
2
. (2.97)
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Nota-se que as soluções (II.) e (III.) removem a singularidade da solução exponencial em t = 0.
Diferentemente da solução hiperbólica, que não admite a interpretação física convencional do
campo magnético, o caso θ(X) merece um exame mais detalhado.

Figura 2.5: Estimativa da evolução do fator de escala do Universo a(t), para ξ = −0.05 e X(0) = a(0) =
10−5.
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Figura 2.6: Estimativa da evolução do campo magnético B2(t), para ξ = −0.05 e X(0) = a(0) = 10−5.
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C a p í t u l o 3

BIFURCAÇÕES NO UNIVERSO

No início dos anos 1980, os ProfessoresMario Novello e Ligia Rodrigues examinaram a possível
ocorrência de bifurcações no interior da TGR, geradas a partir de um cenário cosmológico tipo
Friedman com viscosidade1.

Nesse tipo de descrição clássica do Universo, a pressão isotrópica do tensor momento-energia é
escrita como um polinômio do fator de expansão θ,

p̃ = p + αθ + β θ2. (3.1)

Consequentemente, processos dissipativos podem provocar pontos de bifurcação em equações
diferenciais não-lineares e autônomas (independentes explicitamente do tempo).

O presente capítulo é um retorno a essa questão, tendo como orientação a combinação mínima
e não mínima das teorias de Einstein e Maxwell, sob a forte restrição de fluido perfeito. O
exame das propriedades globais do espaço-tempo sugere a questão: qual é o efeito sobre a
descrição clássica convencional se o acoplamento do campo eletromagnético com a gravitação
é não mínimo e contém funções da curvatura?

Seja a teoria expressa pela lagrangiana2

L =
√
−g

( 1
2κ

R−
c2

4
F +

ζ

2
CµνΦ

µν ) . (3.2)

A dinâmica de gµν é

Rµν −
1
2

Rgµν = −Eµν − ζZµν , (3.3)

com a fonte não mínima3

Zµν := −
1
2
gµν

(
RρσΦ

ρσ +
1
4

RF
)
+Rε(µΦ

ε
ν) +RρσFρµ Fνσ −

1
2

RΦµν +
1
4

FRµν

+
1
2
Φ
ε
(µ;ν)ε +

1
4

F;µ;ν −
1
2
gµν

(
Φ
ρσ

;σ;ρ+
1
2
�F

)
−

1
2
�Φµν . (1.31)

1 Novello, 1982; Novello e Rodrigues, 1984.
2 Hartmann e Novello, 2019.
3Cf. Capítulo 1.
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O traço das equações de campo (3.3) é

R = ζ
(
CµνΦ

µν − E µν
;µ;ν

)
. (1.32)

A fonte de energia Zµν , por conter termos de interação da curvatura com o campo eletromag-
nético, não é um tensor de energia-momento "puro", tal como o tensor de Maxwell Eµν . Por
conter funções da curvatura e derivadas do campo eletromagnético, a interpretação deZµν em
termos de fluido perfeito é, aparentemente, inviável. Com efeito, prosseguiremos pelo caminho
percorrido no Capítulo 2.

Como hipótese adicional à média de Tolman, relações (2.13)-(2.15) do Capítulo 2, pressupõe-se
que a derivada temporal comuta com a média dos campos ao quadrado, ou seja,

∂t
〈

EiE j
〉
=

〈
∂t EiE j

〉
, (3.4)

∂t
〈

Bi B j
〉
=

〈
∂t Bi B j

〉
, (3.5)

∂t
〈

Ei B j
〉
=

〈
∂t Ei B j

〉
. (3.6)

A validade desta segunda hipótese é restrita à premissa expressa pela equação (2.12): o proce-
dimento de média dos campos E e B é espacial, enquanto a dependência dos mesmos é apenas
temporal, de tal modo que a integração sobre todo o espaço-tempo não atua sobre a variação
temporal do campo.

Após um cálculo direto, a expressão geral de
〈
Zµν

〉
resulta4

〈
Zµν

〉
= Mgµν +Nvµvν +

1
3
(σ2+1)X;ε;(µ vν)v

ε +
2
9
(σ2+1)θX;(µ vν)

+
1
3
(σ2+1)XRα

(µvν)vα −
1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) +

1
6
(σ2−3)XRµν, (3.7)

com

M := −
1
6
(σ2+1) ÜX −

5
18
(σ2+1)θ ÛX −

1
18

(
5σ2−1

)
X Ûθ −

2
9
σ2Xθ2, (3.8)

N := −
1
3
(σ2+1) ÜX −

1
3
(σ2+1)θ ÛX −

2
9
(σ2+1)X Ûθ −

2
9
(σ2+1)Xθ2. (3.9)

O cálculo pode ser conferido, termo a termo, no Apêndice A.

4 Hartmann e Novello, 2019.
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À semelhança da decomposição de Zµν , equação (2.32) do Capítulo 2, obtêm-se as expressões
gerais das quantidades irredutíveis associadas, a saber: a densidade de energia

ρz = M +N +
2
3
(σ2+1)X;ε;µ v

µvε +
4
9
(σ2+1)θX;µ v

µ

+
2
3
(σ2+1)XRαµv

αvµ−
1
6
(σ2+1)X;µ;ν v

µvν +
1
6
(σ2−3)XRµνv

µvν, (3.10)

a pressão isotrópica

pz = −M +
1
18
(σ2+1)�X −

1
18
(σ2+1)X;ρ;σ v

ρvσ −
1
18
(σ2−3)XR

+
1
18
(σ2−3)XRρσv

ρvσ, (3.11)

o fluxo de calor

q(z)λ = +
1
3
(σ2+1)X;ε;λ v

ε −
1
3
(σ2+1)X;ε;β v

βvεvλ +
2
9
(σ2+1)θX;λ

−
2
9
(σ2+1)θX;β v

βvλ +
1
3
(σ2+1)XRελv

ε −
1
3
(σ2+1)XRεβv

βvεvλ

−
1
12
(σ2+1)X;(λ;β) v

β +
1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvαvλ

+
1
6
(σ2−3)XRλβv

β −
1
6
(σ2−3)XRαβv

αvβvλ, (3.12)

e pressão anisotrópica

π
(z)
µν = −

1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) −

1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvαvµvν +
1
6
(σ2−3)XRµν

+
1
6
(σ2−3)XRαβv

βvαvµvν −
1
6
(σ2−3)XRα(µvν)v

α

+
1
12
(σ2+1)X;(µ;β) v

βvν +
1
12
(σ2+1)X;(α;ν) v

αvµ

+
1
18
(σ2+1)�Xhµν −

1
18
(σ2+1)X;ρ;σ v

ρvσhµν

−
1
18
(σ2−3)XRhµν +

1
18
(σ2−3)XRρσv

ρvσhµν . (3.13)

O cálculo encontra-se registrado no Apêndice B.
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Na representação de fluido perfeito, as componentes de q(z)λ são

q(z)o = +
1
3
(σ2+1) ÜX −

1
3
(σ2+1) ÜX +

2
9
(σ2+1)θ ÛX

−
2
9
(σ2+1)θ ÛX +

1
3
(σ2+1)XRo

o −
1
3
(σ2+1)XRo

o

−
1
6
(σ2+1) ÜX +

1
6
(σ2+1) ÜX +

1
6
(σ2−3)XRoo −

1
6
(σ2−3)XRoo

= 0. (3.14)

q (z)i = 0. (3.15)

As componentes de π(z)µν , por sua vez, são escritas

π
(z)

oo = −
1
6
(σ2+1) ÜX +

1
6
(σ2−3)XRoo +

1
6
(σ2−3)XRoo

−
1
6
(σ2+1) ÜX −

2
6
(σ2−3)XRoo +

1
6
(σ2+1) ÜX +

1
6
(σ2+1) ÜX

= 0. (3.16)

π
(z)

0i = 0. (3.17)

π
(z)

i j = −
1
12
(σ2+1)X;(i; j) +

1
6
(σ2−3)XRi j

+
1
18
(σ2+1)�Xgi j −

1
18
(σ2+1)X;0;0gi j

−
1
18
(σ2−3)XRgi j +

1
18
(σ2−3)XRoogi j

= −
1
12
(σ2+1)2

θ

3
ÛXgi j +

1
6
(σ2−3)X

[ 1
3
(
Ûθ + θ2)gi j

]
+

1
18
(σ2+1)

[
ÜX + θ ÛX

]
gi j −

1
18
(σ2+1) ÜXgi j

−
1
18
(σ2−3)X

[
2 Ûθ +

4
3
θ2]gi j +

1
18
(σ2−3)X

[
Ûθ +

θ2

3
]
gi j

= −
1
18
(σ2+1)θ ÛXgi j +

1
18
(σ2+1)θ ÛXgi j

+
1
18
(σ2−3)X

[
3.

1
3
(
Ûθ + θ2) + Ûθ + θ2

3
−2 Ûθ −

4
3
θ2 ]

gi j

= 0. (3.18)

Portanto, como o fluxo de calor qµ e a pressão anisotrópica π(z)µν se anulam sob o procedimento
de média, a fonte de energia-momento não mínima

〈
Zµν

〉
satisfaz a estrutura de fluido perfeito.
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Consequentemente, a eq.(3.7) se reduz à forma

〈
Zµν

〉
=

(
ρz + pz

)
vµvν − pz gµν, (3.19)

com

ρz = −
1
6
(σ2+1)θ ÛX +

1
3
σ2X Ûθ −

1
6
(σ2+1)Xθ2, (3.20)

pz =
1
6
(σ2+1) ÜX +

1
3
(σ2+1)θ ÛX +

1
9
(2σ2+1)X Ûθ +

1
6
(σ2+1)Xθ2. (3.21)

O traço de
〈
Zµν

〉
se reduz a

〈Z〉 := gµν
〈
Zµν

〉
= −(σ2+1)

[ 1
2
ÜX +

7
6
θ ÛX +

1
3

X Ûθ +
2
3

Xθ2 ]
. (3.22)

A partir da representação de fluido perfeito, as equações de campo de densidade e conservação
de energia assumem a forma já conhecida,

ρ =
θ2

3
(2.5)

Ûρ+ (ρ+ p)θ = 0, (2.6)

uma vez que a densidade total ρ e a pressão total p contêm as contribuições de Maxwell (ργ, pγ)
e da fonte não-mínima (ρz, pz), ou seja,

ρ := ργ + ζ ρz, (3.23)

p := pγ + ζpz . (3.24)

Com isso, pela substituição das expressões de ρz e pz obtidas, as equações (2.5)-(2.6) resultam

3X + ζ
(
−θ ÛX +

2σ2

σ2+1
ÛθX − θ2X

)
=
θ2

3
(3.25)

3 ÛX +
2
3
θX + ζ

( 2σ2

σ2+1
X Üθ +

σ2−1
σ2+1

ÛX Ûθ +
4
3
σ2−1
σ2+1

Xθ Ûθ
)
= 0. (3.26)

Antes de passar ao exame de algumas soluções cosmológicas, vamos tratar das condições formais
para a existência de pontos de bifurcação.
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Sejam p e q duas variáveis que caracterizam um sistema físico - descrito no plano de fase (p,q)
- cuja evolução no tempo t é dado pelo sistema autônomo planar de equações diferenciais5

Ûp = f (p,q, λ)

Ûq = h(p,q, λ) ,
(3.27)

onde f e h são, em geral, funções não-lineares. O sistema é chamado autônomo porquê o lado
direito do par de equações (3.27) não contém dependência explícita com o tempo t. O parâmetro
λ, com domínio no eixo real, caracteriza interações especiais entre as partes do sistema físico6.

Os estados de equilíbrio do sistema (3.27) são dados pelos pontos no plano de fase (p,q), nos
quais f e h são simultaneamente aniquilados. Um estado de equilíbrio múltiplo é denominado
um ponto de bifurcação se, para um dado valor do parâmetro livre λo, o comportamento
topológico das curvas integrais varia descontinuamente quando passa pelo valor λo.

A existência de um ponto de bifurcação no sistema dinâmico é testada por meio do Teorema de
Bendixson, segundo o qual o índice de Poincaré - que é um tipo de medida das propriedades
topológicas na vizinhança do ponto singular - de um estado de equilíbrio múltiplo é dado pela
relação

Ip =
E −H

2
+1, (3.28)

em que E e H representam, no plano de fase, o número dos setores elíptico e hiperbólico,
respectivamente.

A modificação abrupta do comportamento dinâmico das curvas integrais no plano de fase
implica a perda do caráter determinístico nas propriedades métricas do Universo, mesmo em
uma descrição clássica.

Por estado fundamental do Universo, internamente à teoria da gravitação, denomina-se a com-
patibilidade das equações de campo com uma solução cosmológica à expansão constante,

θ := θo. (3.29)

Vamos considerar a seguinte questão: é possível L , interpretada como fluido perfeito, gerar
uma situação à expansão constante, na qual a soma da densidade total de energia com a pressão
isotrópica total seja nula, isto é, uma situação tal que

ργ + pγ + ζ(ρz + pz) = 0? (3.30)

5Andronov et al., 1973, cap.3.
6Novello e Rodrigues, 1984.
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De fato, a combinação das expressões (3.20) e (3.21), à θ constante, nos conduz à dinâmica7

4X + ζ
(
ÜX + θo ÛX

)
= 0, (3.31)

A solução analítica é imediata, dispensando do ponto de vista formal o exame da ED 3.31 sob
outros caminhos que a matemática dispõe. A solução exponencial, por exemplo,

X(t) = Ao+ Xoemt (3.32)

é admissível se

m = −
θo
2

(
1±

√
1−42/ζ

)
. (3.33)

No entanto, a riqueza das questões que a cosmologia suscita nos conduz à busca de uma
propriedade que não está contida na solução analítica. Se considerarmos a análise qualitativa
de sistemas dinâmicos, podemos abordar a seguinte questão: é possível a topologia do sistema
dinâmico descrevendo tal solução cosmológica variar com o tempo?

Com um exame simples e direto, a ED (3.31) torna-se o sistema dinâmico autônomo planar

ÛX = Y,

ÛY = −
4
ζ

X − θoY .
(3.34)

A matriz associada ∆ = ∂( ÛX, ÛY )/∂(X,Y ) retorna

∆ =

(
0 1
−4/ζ −θo

)
. (3.35)

O determinante é positivo quando ζ > 0. Nesse caso, o ponto de equilíbrio é focal, estável para
θo positivo e instável para θo negativo (cf. Figura 3.1a). Quando a constante de interação não
mínima é negativa, o determinante é negativo e o ponto de equilíbrio é uma sela (cf. Figura
3.1b).

Se det∆ , 0, há um único ponto crítico na origem do sistema, (X,Y ) = (0,0). O caso

lim
ζ→∞

det∆ = 0 (3.36)

implica linhas inteiras de pontos singulares.

O estado fundamental de L implica, portanto, ponto de bifurcação (Fig. 3.1).
7 Hartmann e Novello, 2019.
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Figura 3.1: Caso ρ+ p = 0, com θo > 0 (à esq.) e θo < 0 (à dir.).
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Com efeito, a conjetura sob investigação, enunciada pela lagrangiana (3.2), assimila a estrutura
de fluido perfeito e revela, em seu estado fundamental subjacente, a configuração estacionária
tipo de Sitter. Ocorre que, se a soma da distribuição de energia total e da pressão anula-se, então
pela equação de Raychaudhuri,

Ûρ = 0, (3.37)

ou seja, o tensor energia-momento equivale à densidade de energia constante,

Tµν = ρo gµν . (3.38)

De imediato, instala-se a questão: qual é a origem da expansão (constante) do fluido cósmico? É
exatamente aqui que entra em cena o desafio apresentado por de Sitter. Ainda que a distribuição
total da "matéria-do-mundo"8 seja nula, é possível obter uma descrição compatível com as
equações de Einstein – desde que o princípio de Mach seja abandonado. A compatibilidade,
por sua vez, repousa sobre uma nova quantidade, introduzida por Einstein9 sem contrapartida
na física tradicional, que caracteriza a evolução global do Universo – trata-se da constante
cosmológica.

8Termo com o qual de Sitter, 1917, caracteriza a proposta de Einstein, guiada pelo princípio de Mach. A
posição de Einstein, em defesa de (i.) um Universo estático e (ii.) preenchido de matéria, é frequentemente
aventada em suas cartas a Weyl, Felix Klein e Gustav Mie, Einstein, 1914-1917.

9Einstein, 1917.
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Cabe, dessa forma, examinar sob quais condições a solução cosmológica fundamental, obtida
da relação (3.30), é compatível com uma constante cosmológica, responsável pela evolução
dinâmica do Universo.

Uma condição necessária à compatibilidade da potencial constante cosmológicaΛ com a solução
estacionária está na possibibilidade de a dinâmica admitir uma solução a X := B2 constante.

Da condição (3.30), a parte constante da solução exata (3.32) anula-se, tornando a questão sob
exame prima facie contestável. Curiosamente, se tomarmos a segunda equação da métrica,

ρo =
θ2

o
3

(2.5)

a parte constante da solução (3.32) revela:

(
1−

ζ

3
θ2

o
) σ2+1

2
Ao =

θ2
o

3
. (3.39)

É notável o fato de todas as propriedades da solução constante dependerem da constante de
acoplamento não mínimo ζ e do parâmetro σ2, que relaciona as partes elétrica e magnética do
campo eletromagnético (sob média).

Em síntese, uma nova constante cosmológica Λ = Λ(ζ), descrita pela relação

Λ =
1
2
(
1−

ζ

3
θ2

o
)
(σ2+1) Ao, (3.40)

emerge do fluido cósmico em seu estado de vazio.

Caracteriza-se, portanto, a solução cosmológica encontrada por Willem de Sitter10, isto é, a
configuração de Universo estacionário.

Estados de supressão da energia

O fluido cósmico descrito pelas equações de campo sob média contém potencialmente, à ex-
pansão constante, um estado no qual a energia total gerada pela combinação dos acoplamentos
mínimo e não mínimo não rege a gravitação11. Como isso é possível?

10de Sitter, 1917.
11Hartmann e Novello, 2019.
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Considere a situação sob as seguintes condições: i) a soma da densidade de energia da parte
minimamente acoplada ργ com a parte não-minimamente acoplada ρz é nula; ii) a soma da
pressão da parte minimamente acoplada pγ com a parte não-minimamente acoplada pz é nula;
ou seja,

i) ργ + ζ ρz = 0, (3.41)

ii) pγ + ζpz = 0 . (3.42)

A dinâmica do fluido cósmico, sob as condições de supressão de energia, é descrita pelo sistema
de equações diferenciais

3X − ζ
(
θo ÛX + θ2

o X
)
= 0, (3.43)

X + ζ
(
ÜX +2θo ÛX + θ2

o X
)
= 0. (3.44)

A compatibilidade das equações é satisfeita mediante uma solução do tipo exponencial, X(t) =

Xo expmt. Da condição i), tem-se que

m =
3− ζθ2

o
ζθo

, (3.45)

cuja combinação com a condição ii) retorna

θ2
o = −

9
ζ
, (3.46)

B2(t) = Bo exp
(
−

4
3
θot

)
. (3.47)

Podemos afirmar a seguinte conclusão: a combinação dos acoplamentos mínimo e não-mínimo
da gravitação com o campo eletromagnético pode aniquilar o efeito do campo eletromagnético
sobre a gravitação em um Universo à expansão constante.

Quem é responsável por conduzir a gravitação? Poderia ser uma constante cosmológica, depen-
dente da constante de acoplamento não mínimo ζ? Um olhar atento à equação de campo

ρ =
θ2

3
(??)

revela, pela condição i), que a constante cosmológica em questão deve ser nula,

ργ + ζ ρz =
θ2

o
3
= −

3
ζ
= 0. (3.48)
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De fato, essa situação demonstra explicitamente que gravitação gera gravitação. Ou seja, a
natureza não linear da interação gravitacional é responsável pela compatibilidade de tal processo.

Nota-se que, ao fixar a relação entre o fator de expansão θo e a constante de acoplamento não-
mínimo ζ , perde-se o caráter indeterminado do sistema. Em outras palavras, não há bifurcações
em tais estados de supressão de energia.

Um inspeção direta da equação diferencial (3.44) implica o sistema dinâmico

ÛX = Y, (3.49)

ÛY = −
(
θ2

o +
1
ζ

)
X −2θoY, (3.50)

do qual resulta o determinante positivo 8θ2
o/9. Logo, não existe ponto de bifurcação no estado

de energia suprimida.

A propriedade de aniquilação da energia do campo gravitacional, acoplado mínima e não-
minimamente com outro campo, não é restrita ao campo eletromagnético. A combinação de
acoplamentos mínimo e não-mínimo do campo escalar12 com a gravitação também exibe estados
que violam o princípio de ação e reação.

12Novello e Hartmann, 2019b.
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C a p í t u l o 4

GEOMETRIA WIST

A Teoria Geral da Relatividade foi arquitetada a partir da hipótese segundo a qual a estrutura do
espaço-tempo pode ser representada por uma variedade riemanniana 4-dimensional. A relação
entre o tensor métrico gµν e a conexão de Levi Civita1

{
α
µ ν

}
é expressa pela condição de

metricidade2

gµν;α := gµν,α −
{

β
µ α

}
gβν −

{
β
ν α

}
gµβ = 0. (4.1)

Ocorre que metricidade e afinidade são conceitos geométricos independentes3. O primeiro
compreende medidas de comprimentos, ângulos, áreas e volumes; enquanto o segundo refere-se
às propriedades que permanecem invariantes sob translações, como a de paralelismo.

Por conseguinte, a associação entre conexão e métrica - da forma Γ = Γ(g, ∂g) - não é univo-
camente definida. De fato, a constatação de tal premissa conduziu Élie Cartan a trilhar outro
caminho na formulação de uma teoria da gravitação. Em sua monografia de 1924, Cartan
introduz uma conexão não-métrica por meio do cálculo exterior de formas diferenciais4.

A possibilidade de construir a relação entre conexão e métrica, no contexto da TGR, via
princípio variacional passou a ser discutida em 1925, quando Einstein atribui a Palatini5 o
seguinte caminho metodológico: a ação Ŝ := S[g,Γ] pode ser tratada como um funcional de
dois campos dinamicamente independentes - o tensor métrico gµν e a conexão afim Γαµν, de tal
modo que a variação δS = 0 implica δgµν = 0 e δΓαµν = 0 separadamente.

Vamos reconsiderar a ação da gravitação acoplada minimamente ao campo eletromagnético6,

Ŝ =

∫
√
−g

( 1
2κ

R−
c2

4
F

)
d4x . (4.2)

A variação δS requer duas variações de campo independentes, δgµν e δΓαµν, a saber

δŜ =
∫
√
−g

[ 1
2κ
(Rµν −

1
2

Rgµν )+Eµν

]
δgµν d4x

+

∫
√
−g

[
(
√
−g gµν)‖α −

1
2
(
√
−g gµε )‖εδ

ν
α −

1
2
(
√
−g gεν)‖εδ

µ
α

]
δΓαµν d4x, (4.3)

1Neste capítulo, as gamas Γαµν denotam uma conexão afim de um caso especial da geometria de Weyl.
2Novello, 2010, cap. 1.
3Weyl, 1923, cap.2.
4Uma discussão da geometria de Cartan é feita, por exemplo, por Novello, 1979b.
5Palatini, 1919.
6Capítulo 1, eq.(4).
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onde a dupla barra denota a derivação covariante com relação à Γαµν.

A dinâmica de gµν é

Rµν −
1
2

Rgµν = −κEµν . (4.4)

A relação entre gµν e Γαµν, por sua vez, é deduzida da variação δΓαµν, que implica

(
√
−g gµν)‖α −

1
2
(
√
−g gµε )‖εδ

ν
α −

1
2
(
√
−g gεν)‖εδ

µ
α = 0. (4.5)

Esta, por sua vez, é satisfeita somente se

(
√
−g gµν)‖α = 0. (4.6)

Portanto,

gµν‖α = 0, (4.7)

ou seja, gµν satisfaz a condição de metricidade (4.1). Em síntese, pela variação à Palatini, a
interação gravitacional mínima com o campo eletromagnético implica a variedade riemanniana.
As equações de campo (4.4) coincidem com a expressão (7), obtida pelo procedimento usual da
TGR, denominado na literatura de princípio variacional métrico.

Conquista-se, assim, uma nova compreensão acerca da estrutura do espaço-tempo: a questão
acerca de como caracterizar a geometria do espaço-tempo deixa de ser fixada por livre escolha
e passa a depender da sua origem dinâmica7.

Consequentemente, somos confrontados pela seguinte questão: o que ocorre com a dedução da
estrutura do espaço-tempo a partir da ação de Einstein-Hilbert ao se introduzir, por exemplo, a
interação da geometria com a matéria? A resposta depende do modo pelo qual matéria e campo
estão acoplados8.

Se a lagrangiana descreve uma interação gravitacional mínima, então a variação via Palatini
implica a métrica riemanniana. Tal resultado, como mostrado acima, é direto e esperado, visto
que a variação δΓαµν incide unicamente sobre a ação da gravitação.

A situação torna-se distinta se a lagrangiana descreve uma interação não mínima da gravitação
com a matéria.

7Novello e Bergliaffa, 2008, §3.2.
8Novello, 2010.
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Vamos considerar a interação gravitacional não mínima descrita pela ação

Ŝ =

∫
√
−g

( 1
2κ

R −
c2

4
F +

ξ

2
RF

)
d4x. (4.8)

A dinâmica de gµν , via Palatini, é dada por

Rµν −
1
2

Rgµν = −Eµν − ξ Ẑµν , (4.9)

com

Ẑµν := (Rµν −
1
2

Rgµν )F −2RΦµν . (4.10)

A variação δΓαµν, por sua vez, requer

(
√
−g Ωgµν)‖α = 0, (4.11)

sendo

Ω := 1+ ξ F . (4.12)

A relação (4.11) mostra que, ao contrário da condição demetricidade (4.1), a derivada covariante
da métrica gµν é não nula e satisfaz a condição geral de não-metricidade9

gµν‖α := gµν,α −Γ
ε
µα gεν −Γ

ε
να gµε = gµνwα, (4.13)

tal que

wα := −(lnΩ),α . (4.14)

O vetor wα é conhecido como vetor de Weyl10 e constitui condição necessária e suficiente para
a definição de uma extensão da geometria de Riemann denominada11 Espaço-Tempo Integrável
de Weyl.

9Novello, 2010, §4.6.
10Weyl, 1923.
11Weyl Integrable Space-Time (WIST), cf. Novello e Heintzmann, 1983; Novello e Bergliaffa, 2008, §3.2.1;

Scholz, 2018.
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A estrutura WIST é conformalmente riemanniana12, ou seja,

ds2
W IST = f 2(x) ds2

Riem . (4.15)

Pela soma das permutações cíclicas dos índices na equação (4.13), a relação explícita da conexão
afim Γαµν é dada por

Γ
α
µν =

{
α
µ ν

}
−

1
2
(
δαµwν + δ

α
νwµ −gµνw

α) . (4.16)

O Tensor Curvatura de Riemann Rαµβν , na Geometria WIST, é definido em termos da derivada
covariante com respeito a Γαµν, ou seja, na forma13

vα
‖µ‖ν − v

α
‖ν‖µ := Rαβµνv

β , (4.17)

de tal modo que

Rαµβν = Γ
α
µβ,ν −Γ

α
µν,β +Γ

α
νγΓ

γ
µβ −Γ

α
βεΓ

ε
νµ . (4.18)

Assim, para descrevermos Rαµβν na Geometria Riemanniana, basta combinar a curvatura de
Riemann, eq. (4.18), com a expressão (4.16) da conexão Γαµν, que resulta

Rαµβν = R
α

µβν +
1
2
δαµw[ν;β] +

1
2
wµ;[βδ

α
ν] +

1
2
wα

;[νgβ]µ

+
1
4
δα
[νwβ]wµ +

1
4
δα
[βgν]µwσw

σ +
1
4
gµ[βwν]w

α , (4.19)

onde

R
α

µβν =
{
α
µ β

}
|ν
−

{
α
µ ν

}
|β
+

{
α
ν γ

}{
γ
µ β

}
−

{
α
β ε

}{
ε
ν µ

}
. (4.20)

Tomando a primeira contração, obtém-se para o Tensor de Ricci Rµν a expressão

Rµν = Rµν +
1
2
wν;µ −

3
2
wµ;ν −

1
2
wµwν −

1
2

(
wα

;α −wαw
α) gµν . (4.21)

Contraindo novamente, escreve-se o escalar de curvatura R,

R = R−3wα
;α +

3
2
wαw

α. (4.22)

12Novello e Heintzmann, 1983.
13Oliveira, 1988, cap. 3.
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A partir dessas expressões gerais, vamos reescrever o Tensor de Ricci Rµν e seu escalar R em
termos da estrutura riemanniana associada, na representação de fluido perfeito.

Na métrica isotrópica e homogênea, o vetor de Weyl escreve-se

wµ := (− lnΩ),µ = −
ÛΩ

Ω
δo
µ . (4.23)

As componentes da derivada covariante14 do vetor de Weyl, na geometria de Riemann, são

wo;o = wo,o = −
[ ÜΩ
Ω
−

( ÛΩ
Ω

)2 ]
(4.24)

wi; j = −
{

o
i j

}
wo = −

(
−
θ

3
gi j

) [
−
ÛΩ

Ω
δo

o

]
= −

θ

3
ÛΩ

Ω
gi j . (4.25)

Logo,

wµ;ν =
[
−
ÜΩ

Ω
+

( ÛΩ
Ω

)2
+
θ

3
ÛΩ

Ω

]
δo
µ δ

o
ν −

θ

3
ÛΩ

Ω
gµν . (4.26)

De acordo com as expressões (4.21) e (4.22), obtêm-se

Rµν = Rµν +
[ ÜΩ
Ω
−

3
2

( ÛΩ
Ω

)2
−
θ

3
ÛΩ

Ω

]
vµvν +

[ 1
2
ÜΩ

Ω
+

5
6
θ
ÛΩ

Ω

]
gµν (4.27)

e

R = R+3
[ ÜΩ
Ω
−

1
2

( ÛΩ
Ω

)2
+ θ
ÛΩ

Ω

]
. (4.28)

O lado direito das equações de campo (4.9) é

Rµν −
1
2

Rgµν := Rµν −
1
2

Rgµν +Y µν, (4.29)

com

Y µν =
[ ÜΩ
Ω
−

3
2

( ÛΩ
Ω

)2
−
θ

3
ÛΩ

Ω

]
vµvν +

[
−
ÜΩ

Ω
+

3
4

( ÛΩ
Ω

)2
−

2
3
θ
ÛΩ

Ω

]
gµν . (4.30)

A fonte de energia da interação não-mínima Ẑµν , por sua vez, é descrita na Geometria Rieman-
niana pela expressão

Ẑµν = Z µν +FY µν −6
[ ÜΩ
Ω
−

1
2

( ÛΩ
Ω

)2
+ θ
ÛΩ

Ω

]
Φµν . (4.31)

14Denotada por ponto e vírgula, como nos capítulos anteriores.
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Seguindo o procedimento de média introduzido no Capítulo 2, encontramos por um cálculo
direto que

〈
Ẑµν

〉
é redutível à representação de fluido perfeito, ou seja,

〈
Ẑµν

〉
= (ρz + pz)vµvν − pzgµν , (4.32)

com

ρz = −4σ2 X Ûθ −2(σ2+
1
3
)Xθ2−3σ2X

ÜΩ

Ω
+

3
2
(3σ2−1)X

( ÛΩ
Ω

)2
−2(2σ2+1)X θ

ÛΩ

Ω
(4.33)

pz = −
4
3

X Ûθ +
2
9
(σ2−5)Xθ2−2 X

ÜΩ

Ω
+

1
3
(σ2+1)X

( ÛΩ
Ω

)2
+

2
3
(σ2−4)X θ

ÛΩ

Ω
(4.34)

De imediato, constata-se que, da hipótese de equipartição de energia entre as partes elétrica
E2(t) e magnética B2(t) do tensor de Faraday, decorre o limite riemanniano da teoria. Isto é, o
caso σ2 = 1 implica

F = 0 =⇒ Ω = 1. (4.35)

Logo, g
µν‖α
= 0. Consequentemente, a densidade de energia ρz e a pressão pz estão relacionados,

ρz = 3pz = −4 X Ûθ −
8
3

Xθ2 . (4.36)

As equações de campo para a métrica se reduzem à

Rµν −
1
2

Rgµν = − κ T µν (4.37)

com

T µν =
4
3
ρvµvν −

1
3
ρgµν, (4.38)

e

ρ = ργ + ξρz . (4.39)

Somos, assim, conduzidos à seguinte questão: são as equações de campo compatíveis com tal
resultado?

Da expressão para a conservação de energia (2.6), escreve-se

Ûρ+
4
3
ρθ = 0, (4.40)
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que resulta (
ÛX +

4
3

Xθ
) (

1−4ξ Ûθ −
8
3
ξθ2) −4ξX Üθ −

8
3
ξXθ2• = 0, (4.41)

ou ainda,

d
dt
(ln X) = −

d
dt
[ln

(
1−4ξ Ûθ −

8
3
ξθ2)] − 4

3
θ . (4.42)

A integral primeira é dada por

X(t) =
1

1−4ξ Ûθ − 8
3ξθ

2
exp

(
−

4
3

∫
θ dt

)
(4.43)

Da equação de campo ρ = θ2/3,

X
(
1−4ξ Ûθ −

8
3
ξθ2) = θ2

3
. (4.44)

Pela expressão (4.43), encontra-se de imediato a equação de Raychaudhuri,

Ûθ +
θ2

3
= −ρ. (4.45)

Logo, ρ = a−4.

Por fim, vamos mostrar ummodo de interação gravitacional não mínima que, pelo procedimento
à la Palatini, implica uma geometria não-riemanianna e não-WIST.

Seja a ação

Ŝ =

∫
√
−g

( 1
2κ

R −
c2

4
F +

ζ

2
CµνΦ

µν ) d4x . (4.46)

A dinâmica de gµν é descrita por

Rµν −
1
2

Rgµν = −Eµν − ζẐµν , (4.47)

com

Ẑµν := −
1
2
gµν

(
RρσΦ

ρσ +
1
4

RF
)
+Rε(µφ

ε
ν) +RρσFρµ Fνσ −

1
2

RΦµν +
1
4

FRµν . (4.48)

Da variação δΓαµν, obtém-se

gµν;α = −ζEµν;α . (4.49)

Nesse caso, o lado direito da relação de não-metricidade não satisfaz à estrutura WIST, visto
que Eµν;α não pode ser escrito em termos do vetor de Weyl wα .
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

A Teoria Geral da Relatividade é, desde a sua concepção, uma teoria aberta: ainda que auto-
consistente, requisito lógico para a compleição de uma teoria física, contém em si as condições
para a autocrítica de seus princípios.

A investigação das interações gravitacionais não mínimas constitui uma trilha dessa autocrítica
interna à TGR. É herdeira do programa de investigação iniciado em 191515, pelo qual a TGR
foi o primeiro passo na tentativa de elaborar uma descrição do universo testável empiricamente.

Podemos ressaltar alguns aspectos relevantes do presente trabalho.

(i.) A gravitação não minimamente acoplada ao campo eletromagnético gera uma fonte de
energia que deixa de ser puramente eletromagnética e passa a ser uma combinação desta com
a curvatura do espaço-tempo. Trata-se, portanto, de uma reinterpretação do tensor de energia
convencional da cosmologia.

(ii.) A nova fonte de energia consiste tão somente de campos físicos conhecidos – o gravitacional
e o eletromagnético.

(iii.) A interação da gravitação com o campo eletromagnético, por meio do acoplamento
I3 = ξRF, torna-se responsável por gerar a aceleração do universo a tempos tardios, ou seja, a
aceleração da presente época cósmica.

A questão que, de imediato, tal resultado coloca é: como sustentar, racionalmente, que a
aceleração cósmica é causada por uma fonte de energia desconhecida – como a ‘energia escura’
–, se é possível afirmar que tal aceleração é gerada pela interação da gravitação com o campo
eletromagnético?

(iv.) Por meio dos acoplamentos CµνΦ
µν e Wαβµν FαβFµν, a gravitação torna-se responsável

por eliminar a dependência local do campo eletromagnético sob ação de um mapeamento dual.

(v.) A dinâmica gerada pela interação não-mínima ζCµνΦ
µν é compatível com a representação

de fluido perfeito. O estado fundamental desse fluido, em um cenário magnético, possui como
limite assintótico a configuração de espaço tipo de Sitter.

(vi.) A ocorrência de pontos de bifurcação internamente à TGR, combinada ao acoplamento
ζCµνΦ

µν, é um exemplo concreto de que o comportamento do sistema dinâmico descrevendo a
solução cosmológica não é absoluto. Ao contrário, a evolução do sistema dinâmico encontrado
é suscetível à mudança, potencialmente múltiplo e necessariamente incompleto.

15Einstein, 1915.
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O indeterminismo presente no sistema ocorre tão somente na vizinhança do ponto de bifurca-
ção. O campo de Maxwell, protótipo de testabilidade da teoria clássica de campos, pode ser
responsável, ao interagir diretamente com a gravitação, por romper com a ordem determinista de
certas situações cosmológicas, mesmo sob a forte restrição de interpretarmos a fonte de energia
total como fluido perfeito.

(vii.) O fluido perfeito gerado pela combinação da TGR com a interação ζCµνΦ
µν é compatível

com estados nos quais a energia do acoplamento mínimo (fótons convencionais) é anulada pela
energia da interação não-mínima, de tal modo que a criação do campo gravitacional ocorre
mediante a ação de uma nova constante cosmológica, gerada pela fonte não-mínima.

Consequentemente, há uma espécie de violação do princípio de ação e reação, visto que o campo
gravitacional atua dinamicamente e as equações de movimento, por sua vez, não atuam sobre o
campo gravitacional.

(viii.) A TGR é capaz de gerar dinamicamente a geometria do espaço-tempo, inclusive estruturas
não-riemannianas. Qual é a geometria do espaço-tempo? Sob a perspectiva da variação à
Palatini, a resposta passa a depender do modo pelo qual escolhemos representar a interação
gravitacional.

O acoplamento ξRF, via Palatini, gera um caso especial da geometria de Weyl denominada
WIST. A fonte de energia total é redutível à representação de fluido perfeito. Sob a hipótese de
equipartição de energia das componentes elétrica e magnética, a estrutura WIST é reduzida à
geometria riemanniana associada, que coincide exatamente com a era de radiação da teoria.

O presente trabalho não se constitui enquanto produção de uma teoria candidata à um novo
paradigma, isto é, uma teoria que deve substituir o paradigma vigente na cosmologia. A razão
é simples: o discurso paradigmático da atividade científica permite trilhar uma única trajetória
de escape: a ”física nova”.

Considerar a possibilidade de existirem interações gravitacionais não mínimas com a radiação
é realizar o movimento contrário àquele pretendido pela fixação de paradigmas, uma vez que
se trata de uma descrição da evolução do universo tão somente a partir de campos físicos
conhecidos – o gravitacional e o eletromagnético.

Se considerarmos que as condições para a refundação da física estão dadas na sua própria
tradição racional16, talvez seja possível discutir o seu avanço para além da substituição de um
paradigma por outro.

A cosmologia, forjada desde os filósofos gregos sob a tradição da crítica racional, é irredutível à
atitude paradigmática. Aomanter abertos os caminhos já conhecidos, problematiza os príncipios

16Hartmann, 2013, cap.1.
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até então vigentes, revisita conclusões efêmeras e revitaliza a disposição humana à busca pela
compreensão do universo.
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A p ê n d i c e A

CÁLCULO DA MÉDIA

Seja a interação não mínima

L =
√
−g

ζ

2
CµνΦ

µν , (1.22)

cuja fonte de energia é dada pela expressão

Zµν := −
1
2
gµν

(
RρσΦ

ρσ +
1
4

RF
)
+Rε(µΦ

ε
ν) +RρσFρµ Fνσ −

1
2

RΦµν +
1
4

FRµν

+
1
2
Φ
ε
(µ;ν)ε +

1
4

F;µ;ν −
1
2
gµν

(
Φ
ρσ

;σ;ρ+
1
2
�F

)
−

1
2
�Φµν , (1.31)

Calcula-se, a seguir, a média de Zµν , termo a termo. Após obter a expressão geral, escreve-se〈
Zµν

〉
na métrica espacialmente isotrópica e homogênea; e, por fim, no cenário magnético, ou

seja, no caso em que

E2 = σ2B2 := σ2 X, (A.1)
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−
1
2
gµν

(
Rρσ

〈
Φ
ρσ

〉
+

1
4

RF
)
= −

1
2
gµν

(
Rρσ (ηv

ρvσ +Σgρσ )+
1
4

R (−2χ)
)

= −
1
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(
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(
Σ−

1
2
χ
)
R
)

= −
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2
gµν

( 2
3
(E2+B2 )Roo −

1
6
(E2+B2 )R

)
= −

1
3
gµν (E

2+B2 )
[

Roo −
1
4

R
]
, (A.2)

onde

η :=
2
3
(E2+B2), Σ :=

1
3
(E2−2B2), χ := E2−B2. (A.3)

Na métrica isotrópica e homogênea, dada pelas relações (??) e (??), segue-se de (A.2):

−
1
2
gµν

(
Rρσ

〈
Φ
ρσ

〉
+

1
4

RF
)
= −

1
3
gµν (E

2+B2 )
[
Ûθ +

1
3
θ2−

1
4
(
2 Ûθ +

4
3
θ2) ]

= −
1
6
gµν (E

2+B2 ) Ûθ. (A.4)

No cenário magnético,

−
1
2
gµν

(
Rρσ

〈
Φ
ρσ

〉
+

1
4

RF
)
= −

1
6
(
1+σ2)X Ûθ gµν . (A.5)

* * *
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Nota-se que 〈
RεµΦνε

〉
= ηRεµvνvε +ΣRµν〈

RενΦµε
〉
= ηRενvµvε +ΣRνµ .

Assim, 〈
Rε
(µΦν)ε

〉
= ηRε

(µvν)vε +2ΣRµν

=
2
3
(E2+B2 )Rε
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2
3
(E2−2B2 )Rµν . (A.6)

No cenário magnético,〈
Rε
(µΦν)ε

〉
=

2
3
(σ2+1)XRε

(µvν)vε +
2
3
(σ2−2)XRµν . (A.7)

* * *
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RρσFρµ Fνσ = Rρσ (
Eρvµ −Eµvρ +η

ρµκλvκBλ
) (
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)
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Sob a hipótese de média,
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Em termos de fluido perfeito,

Rρσ
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No cenário magnético,
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* * *
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Na métrica isotrópica e homogênea,

−
1
2

R
〈
Φµν

〉
=

[
−

2
3
(E2+B2 ) Ûθ −

4
9
(E2+B2 )θ2 ]

vµvν

+
[
−

1
3
(E2−2B2 ) Ûθ −

2
9
(E2−2B2 )θ2 ]

gµν . (A.13)
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* * *
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Decorrem as relações:
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O termo simétrico, por sua vez, é escrito
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η Ûθ hµν + Σ;µ;ν

}
. (A.20)

Coletando as relações (A.19) e (A.20), segue-se o termo simetrizado:
1
2

〈
Φ
ε
(µ;ν);ε

〉
=

1
2

{
η;ν;ε v

εvµ + η;µ;ε v
εvν +

4
3
η;(µvν)θ −

2
3
Ûη θ vµvν

+
1
3
η θ;(µvν) −

2
3
η Ûθ vµvν −

2
3
η θ2 vµvν +

2
9
η θ2 hµν

+
2
3
Ûη θ hµν +

2
3
η θ2 hµν +

2
3
η Ûθ hµν + Σ;(µ;ν)

}
. (A.21)

Na representação de fluido perfeito,
1
2

〈
Φ
ε
(µ;ν);ε

〉
=

(
−

2
3
Ûηθ −

2
3
η Ûθ −

7
9
ηθ2 )

vµvν +
( 1
3
Ûηθ +

1
3
η Ûθ +

4
9
ηθ2 )

gµν

+
1
2
η;ν;ε v

εvµ +
1
2
η;µ;ε v

εvν +
2
3
η;(µvν)θ +

1
6
η θ;(µvν) +

1
2
Σ;(µ;ν) . (A.22)

No cenário magnético,
1
2

〈
Φ
ε
(µ;ν);ε

〉
=

[
−

4
9
(
σ2+1

)
ÛXθ −

4
9
(
σ2+1

)
X Ûθ −

14
27

(
σ2+1

)
Xθ2

]
vµvν

+
[2
9
(
σ2+1

)
ÛXθ +

2
9
(
σ2+1

)
X Ûθ +

8
27

(
σ2+1

)
Xθ2

]
gµν

+
1
3
(
σ2+1

)
X;ν;ε vεvµ +

1
3
(
σ2+1

)
X;µ;ε vεvν

+
4
9
(
σ2+1

)
X;(µ vν)θ +

1
9
(
σ2+1

)
X θ;(µvν) +

1
6
(
σ2−2

)
X;(µ;ν) . (A.23)

∗ ∗ ∗
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−
1
2
gµν

〈
Φ
ρσ

;σ;ρ
〉
= −

1
2
gµν

(
ηvρvσ +Σgρσ

)
;ρ;σ

= −
1
2
gµν

(
η;σv

ρvσ +ηv
ρ
;σv

σ +ηvρvσ;σ +Σ;σg
ρσ )

;ρ

= −
1
2
gµν

(
Ûηvρ+η Ûvρ+ηvρθ +Σ;ρ )

;ρ

= −
1
2
gµν

(
Ûη;ρv

ρ+ Ûηv
ρ
;ρ +η;ρv

ρθ +ηv
ρ
;ρθ +ηv

ρθ;ρ +Σ
;ρ

;ρ
)

= −
1
2
gµν

(
Üη+ Ûηθ + Ûηθ +ηθ2+η Ûθ +�Σ

)
= −

1
2
gµν

(
Üη+2 Ûηθ +ηθ2+η Ûθ +�Σ

)
. (A.24)

Além disso,

−
1
4
gµν�F = −

1
4
gµν�

(
−2χ

)
=

1
2
gµν�χ. (A.25)

A soma dos termos retorna

−
1
2
gµν

[ 〈
Φ
ρσ

;σ;ρ
〉
+

1
2
�F

]
= −

1
2
gµν

(
Üη+2 Ûηθ +ηθ2+η Ûθ +�Σ−�χ

)
. (A.26)

No cenário magnético,

−
1
2
gµν

[ 〈
Φ
ρσ

;σ;ρ
〉
+

1
2
�F

]
= −

1
2
gµν

{ 2
3
(σ2+1) ÜX +

4
3
(σ2+1) ÛXθ +

2
3
(σ2+1)Xθ2

+
2
3
(σ2+1)X Ûθ +

1
3
(σ2−2)

[
ÜX + θ ÛX

]
−(σ2−1)

[
ÜX + θ ÛX

]}
. (A.27)

Ou ainda,

−
1
2
gµν

[ 〈
Φ
ρσ

;σ;ρ
〉
+

1
2
�F

]
=

[
−

1
2
ÜX −

1
6
(2σ2+5)θ ÛX −

1
3
(σ2+1)θ2X −

1
3
(σ2+1) ÛθX

]
gµν .

(A.28)

* * *
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−
1
2
〈
�Φµν

〉
= −

1
2
gρσ

(
ηvµvν +Σgµν

)
;ρ;σ

= −
1
2
gρσ

(
η;ρvµvν +η vµ;ρvν +η vµvν;ρ +Σ;ρgµν

)
;σ

= −
1
2
gρσ

(
η;ρ;σvµvν +η;ρvµ;σvν +η;ρvµvν;σ

+η;σvµ;ρvν +ηvµ;ρ;σvν +η vµ;ρvν;σ

+η;σvµvν;ρ +η vµ;σvν;ρ +η vµvν;ρ;σ +Σ;ρ;σgµν
)

= −
1
2
gρσ

{
η;ρ;σvµvν +

1
3
η;ρ θhµσvν +

1
3
η;ρ θhνσvµ

+
1
3
η;σ θhµρvν +

1
3
η
[
θ;σhµρ + θ(−vµvρ);σ

]
vν +

1
9
η θ2hµρhνσ

+
1
3
η;σ θhνρvµ +

1
9
η θ2hµσhνρ +

1
3
η
[
θ;σhνρ + θ(−vνvρ);σ

]
vµ +Σ;ρ;σgµν

}
= −

1
2

{
�ηvµvν +�Σgµν +

1
3
θη;µvν −

1
3
Ûηθvµvν +

1
3
η;νvµθ −

1
3
Ûηθvµvν

+
1
3
θη;µvν −

1
3
Ûηθvµvν +

1
3
ηθ;µvν −

1
3
η Ûθvµvν −

1
3
ηθ2vµvν

+
2
9
ηθ2hµν +

1
3
η;νvµθ −

1
3
Ûηθvµvν +

1
3
ηθ;νvµ −

1
3
η Ûθvµvν −

1
3
ηθ2vµvν

}
= −

1
2

{
�ηvµvν +�Σgµν +

2
3
θη;(µvν) −

4
3
Ûηθvµvν

+
1
3
ηθ;(µvν) −

2
3
ηθ2vµvν +

2
9
ηθ2hµν −

2
3
η Ûθvµvν

}
. (A.29)

Na representação de fluido perfeito,

−
1
2
〈
�Φµν

〉
=

[
−

1
2
�η+ 2

3
Ûηθ +

4
9
ηθ2+

1
3
η Ûθ

]
vµvν +

[
−

1
2
�Σ− 1

9
ηθ2]gµν

−
1
3
η;(µvν)θ −

1
6
η θ;(µvν) . (A.30)

No cenário magnético,

−
1
2
〈
�Φµν

〉
=

[
−

1
3
(σ2+1) ÜX +

1
9
(σ2+1)θ ÛX +

8
27
(σ2+1)θ2X +

2
9
(σ2+1) ÛθX

]
vµvν

+
[
−

1
6
(σ2−2) ÜX −

1
6
(σ2−2)θ ÛX −

2
27
(σ2+1)θ2X

]
gµν

−
2
9
(σ2+1)X;(µ vν)θ −

1
9
(σ2+1)Xθ;(µvν) . (A.31)

* * *
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Coletando os termos calculados, o valor médio de Zµν resulta

〈
Zµν

〉
= Mgµν +Nvµvν +

1
3
(σ2+1)X;ε;(µ vν)v

ε +
2
9
(σ2+1)θX;(µ vν)

+
1
3
(σ2+1)XRα

(µvν)vα −
1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) +

1
6
(σ2−3)XRµν, (3.7)

com

M := −
1
6
(σ2+1) ÜX −

5
18
(σ2+1)θ ÛX −

1
18
(5σ2−1)X Ûθ −

2
9
σ2Xθ2, (3.8)

N := −
1
3
(σ2+1) ÜX −

1
3
(σ2+1)θ ÛX −

2
9
(σ2+1)X Ûθ −

2
9
(σ2+1)Xθ2. (3.9)
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A p ê n d i c e B

CÁLCULO DOS PARÂMETROS ÓTICOS

Considere o valor médio de Zµν ,〈
Zµν

〉
= Mgµν +Nvµvν +

1
3
(σ2+1)X;ε;(µ vν)v

ε +
2
9
(σ2+1)θX;(µ vν)

+
1
3
(σ2+1)XRα

(µvν)vα −
1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) +

1
6
(σ2−3)XRµν, (3.7)

com

M := −
1
6
(σ2+1) ÜX −

5
18
(σ2+1)θ ÛX −

1
18

(
5σ2−1

)
X Ûθ −

2
9
σ2Xθ2, (B.1)

N := −
1
3
(σ2+1) ÜX −

1
3
(σ2+1)θ ÛX −

2
9
(σ2+1)X Ûθ −

2
9
(σ2+1)Xθ2. (B.2)

Calculam-se, a seguir, os parâmetros óticos definidos em termos de
〈
Zµν

〉
. Por simplicidade,

escrevem-se as quantidades médias sem denotá-las por 〈 〉.

Densidade de energia

ρz := Zµν v
µvν

= M +N +
1
3
(σ2+1)X;ε;(µ vν)v

εvµvν +
2
9
(σ2+1)θX;(µ vν)v

µvν

+
1
3
(σ2+1)XRα

(µvν)vαv
µvν −

1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) v

µvν +
1
6
(σ2−3)XRµνv

µvν

= M +N +
2
3
(σ2+1)X;ε;µ v

µvε +
4
9
(σ2+1)θX;µ v

µ

+
2
3
(σ2+1)XRαµv

αvµ−
1
6
(σ2+1)X;µ;ν v

µvν +
1
6
(σ2−3)XRµνv

µvν . (B.3)
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Na representação de fluido perfeito,

ρz = M +N +
2
3
(σ2+1) ÜX +

4
9
(σ2+1)θ ÛX +

2
3
(σ2+1)XRoo

−
1
6
(σ2+1) ÜX +

1
6
(σ2−3)XRoo

= M +N +
1
2
(σ2+1) ÜX +

4
9
(σ2+1)θ ÛX +

1
6
(5σ2+1)X

[
Ûθ +

θ2

3
]

=
[
−

1
6
−

1
3
+

1
2
]
(σ2+1) ÜX +

[
−

5
18
−

1
3
+

4
9
]
(σ2+1)θ ÛX

+
[
−

5
18
σ2−

2
9
σ2+

5
6
σ2+

1
18
−

2
9
+

1
6
]
X Ûθ +

[
−

4
9
σ2+

5
18
σ2−

2
9
+

1
18

]
Xθ2

= −
1
6
(σ2+1)θ ÛX +

1
3
σ2X Ûθ −

1
6
(σ2+1)Xθ2. (B.4)

* * *

Pressão isotrópica

pz :=−
1
3

Zµν hµν

=−
1
3
[
3M −

1
6
(σ2+1)X;µ;ν hµν +

1
6
(σ2−3)XRµνhµν

]
=−

1
3
[
3M −

1
6
(σ2+1)�X +

1
6
(σ2+1)X;µ;ν v

µvν +
1
6
(σ2−3)XR−

1
6
(σ2−3)XRµνv

µvν
]

=−M +
1
18
(σ2+1)�X −

1
18
(σ2+1)X;µ;ν v

µvν −
1
18
(σ2−3)XR

+
1
18
(σ2−3)XRµνv

µvν . (B.5)

Na representação de fluido perfeito,

pz = −M +
1
18
(σ2+1)

[
ÜX + θ ÛX

]
−

1
18
(σ2+1) ÜX −

1
18
(σ2−3)X

[
2 Ûθ +

4
3
θ2 ]

+
1
18
(σ2−3)X

[
Ûθ +

θ2

3
]

= −M +
1
18
(σ2+1)θ ÛX −

1
18
(σ2−3)X Ûθ −

1
18
(σ2−3)Xθ2

=
1
6
(σ2+1) ÜX +

6
18
(σ2+1)θ ÛX +

2
18
(2σ2+1)X Ûθ +

1
6
(σ2+1)Xθ2

=
1
6
(σ2+1) ÜX +

1
3
(σ2+1)θ ÛX +

1
9
(
2σ2+1

)
X Ûθ +

1
6
(σ2+1)Xθ2. (B.6)

* * *
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Fluxo de calor

q(z)λ := Zαβ v
βhαλ = Zλβ v

β − Zαβ v
αvβvλ . (B.7)

Abre-se cada termo:

• Zλβ v
β = (M +N)vλ +

1
3
(σ2+1)X;ε;(λ vβ)v

εvβ +
2
9
(σ2+1)θX;(λ vβ)v

β

+
1
3
(σ2+1)XRε

(λvβ)vεv
β −

1
12
(σ2+1)X;(λ;β) v

β +
1
6
(σ2−3)XRλβv

β

= (M +N)vλ +
1
3
(σ2+1)X;ε;λ v

ε +
1
3
(σ2+1)X;ε;β v

βvεvλ

+
2
9
(σ2+1)θX;λ +

2
9
(σ2+1)θX;β v

βvλ

+
1
3
(σ2+1)XRελv

ε +
1
3
(σ2+1)XRεβv

βvεvλ

−
1
12
(σ2+1)X;(λ;β) v

β +
1
6
(σ2−3)XRλβv

β.

• −Zαβ v
αvβvλ = −(M +N)vλ −

2
3
(σ2+1)X;ε;β v

βvεvλ −
4
9
(σ2+1)θX;β v

βvλ

−
2
3
(σ2+1)XRεβv

βvεvλ +
1
6
(σ2+1)X;α;β v

αvβvλ

−
1
6
(σ2−3)XRαβv

αvβvλ .

A expressão de q(z)λ resulta

q(z)λ = +
1
3
(σ2+1)X;ε;λ v

ε −
1
3
(σ2+1)X;ε;β v

βvεvλ

+
2
9
(σ2+1)θX;λ −

2
9
(σ2+1)θX;β v

βvλ

+
1
3
(σ2+1)XRελv

ε −
1
3
(σ2+1)XRεβv

βvεvλ

−
1
12
(σ2+1)X;(λ;β) v

β +
1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvαvλ

+
1
6
(σ2−3)XRλβv

β −
1
6
(σ2−3)XRαβv

αvβvλ . (B.8)

Note que q(z)λ deve satisfazer ao vínculo

q(z)λ vλ = 0. (B.9)
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De fato,

q(z)λ vλ = +
1
3
(σ2+1)X;ε;λ v

λvε −
1
3
(σ2+1)X;ε;β v

βvε

+
2
9
(σ2+1)θX;λ v

λ −
2
9
(σ2+1)θX;β v

β

+
1
3
(σ2+1)XRελv

λvε −
1
3
(σ2+1)XRεβv

βvε

−
1
6
(σ2+1)X;λ;β v

βvλ +
1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvα

+
1
6
(σ2−3)XRλβv

βvλ −
1
6
(σ2−3)XRαβv

αvβ

= 0. (B.10)

* * *

Pressão anisotrópica

π
(z)
µν : = Zαβ hαµhβν + pzhµν

= Zµν + Zαβ v
αvβvµvν − Zµβ v

βvν − Zαν v
αvµ + pzhµν . (B.11)

Escreve-se termo a termo:

• Zµν = Mgµν +Nvµvν +
1
3
(σ2+1)X;ε;(µ vν)v

ε +
2
9
(σ2+1)θX;(µ vν)

+
1
3
(σ2+1)XRα

(µvν)vα −
1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) +

1
6
(σ2−3)XRµν .

• Zαβ v
αvβvµvν = +(M +N)vµvν +

2
3
(σ2+1)X;ε;α v

αvεvµvν

+
4
9
(σ2+1)θX;α v

αvµvν +
2
3
(σ2+1)XRεαv

αvεvµvν

−
1
6
(σ2+1)X;α;β v

αvβvµvν +
1
6
(σ2−3)XRαβv

βvαvµvν

• −Zµβ v
βvν = −(M +N)vµvν −

1
3
(σ2+1)X;ε;µ vνv

ε −
1
3
(σ2+1)X;ε;β v

βvεvµvν

−
2
9
(σ2+1)θX;µ vν −

2
9
(σ2+1)θX;β v

βvµvν

−
1
3
(σ2+1)XRεµvνv

ε −
1
3
(σ2+1)XRεβv

βvεvµvν

+
1
12
(σ2+1)X;(µ;β) v

βvν −
1
6
(σ2−3)XRµβv

βvν
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• −Zαν v
αvµ = −(M +N)vµvν −

1
3
(σ2+1)X;ε;α v

αvεvµvν −
1
3
(σ2+1)X;ε;ν vµv

ε

−
2
9
(σ2+1)θX;α v

αvµvν −
2
9
(σ2+1)θX;ν vµ

−
1
3
(σ2+1)XRεαv

αvεvµvν −
1
3
(σ2+1)XRενvµv

ε

+
1
12
(σ2+1)X;(α;ν) v

αvµ −
1
6
(σ2−3)XRανv

αvµ

• pzhµν = −Mhµν +
1
18
(σ2+1)�Xhµν −

1
18
(σ2+1)X;ρ;σ v

ρvσhµν

−
1
18
(σ2−3)XRhµν +

1
18
(σ2−3)XRρσv

ρvσhµν .

Coletando os termos,

π
(z)
µν = +

1
3
(σ2+1)X;ε;(µ vν)v

ε +
2
9
(σ2+1)θX;(µ vν)

+
1
3
(σ2+1)XRε(µvν)v

ε −
1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) +

1
6
(σ2−3)XRµν

+
2
3
(σ2+1)X;ε;α v

αvεvµvν +
4
9
(σ2+1)θX;α v

αvµvν

+
2
3
(σ2+1)XRεαv

αvεvµvν −
1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvαvµvν

+
1
6
(σ2−3)XRαβv

βvαvµvν −
1
6
(σ2−3)XRα(µvν)v

α

−
1
3
(σ2+1)X;ε;(µ vν)v

ε −
2
3
(σ2+1)X;ε;α v

αvεvµvν

−
2
9
(σ2+1)θX;(µ vν) −

4
9
(σ2+1)θX;α v

αvµvν

−
1
3
(σ2+1)XRε(µvν)v

ε −
2
3
(σ2+1)XRεαv

αvεvµvν

+
1
12
(σ2+1)X;(µ;β) v

βvν +
1
12
(σ2+1)X;(α;ν) v

αvµ

+
1
18
(σ2+1)�Xhµν −

1
18
(σ2+1)X;ρ;σ v

ρvσhµν

−
1
18
(σ2−3)XRhµν +

1
18
(σ2−3)XRρσv

ρvσhµν . (B.12)
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Resta a expressão geral de π(z)µν ,

π
(z)
µν = −

1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) −

1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvαvµvν +
1
6
(σ2−3)XRµν

+
1
6
(σ2−3)XRαβv

βvαvµvν −
1
6
(σ2−3)XRα(µvν)v

α

+
1
12
(σ2+1)X;(µ;β) v

βvν +
1
12
(σ2+1)X;(α;ν) v

αvµ

+
1
18
(σ2+1)�Xhµν −

1
18
(σ2+1)X;ρ;σ v

ρvσhµν

−
1
18
(σ2−3)XRhµν +

1
18
(σ2−3)XRρσv

ρvσhµν . (B.13)

Note que π(z)µν deve satisfazer aos vínculos:

(i.) gµνπ
(z)
µν = 0, (B.14)

(ii.) vµπ(z)µν = 0, (B.15)

(iii.) π(z)µν = π
(z)

νµ . (B.16)

De fato,

(i.) gµνπ(z)µν = −
1
6
(σ2+1)�X −

1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvα +
1
6
(σ2−3)XR

+
1
6
(σ2−3)XRαβv

βvα −
2
6
(σ2−3)XRαµv

µvα

+
1
6
(σ2+1)X;µ;β v

βvµ+
1
6
(σ2+1)X;α;ν v

αvν

+
1
6
(σ2+1)�X −

1
6
(σ2+1)X;ρ;σ v

ρvσ

−
1
6
(σ2−3)XR+

1
6
(σ2−3)XRρσv

ρvσ

= 0. (B.17)

(ii.) vµπ(z)µν = −
1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) v

µ−
1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvα

+
1
6
(σ2−3)XRµνv

µ+
1
6
(σ2−3)XRαβv

βvα

−
1
6
(σ2−3)XRα(µvν)v

αvµ

+
1
12
(σ2+1)X;(µ;β) v

βvµvν +
1
12
(σ2+1)X;(α;ν) v

α

= 0. (B.18)
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(iii.) π(z)µν = −
1
12
(σ2+1)X;(µ;ν) −

1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvαvµvν +
1
6
(σ2−3)XRµν

+
1
6
(σ2−3)XRαβv

βvαvµvν −
1
6
(σ2−3)XRα(µvν)v

α

+
1
12
(σ2+1)X;(µ;β) v

βvν +
1
12
(σ2+1)X;(α;ν) v

αvµ

+
1
18
(σ2+1)�Xhµν −

1
18
(σ2+1)X;ρ;σ v

ρvσhµν

−
1
18
(σ2−3)XRhµν +

1
18
(σ2−3)XRρσv

ρvσhµν

= −
1
12
(σ2+1)X;(ν;µ) −

1
6
(σ2+1)X;α;β v

βvαvνvµ +
1
6
(σ2−3)XRνµ

+
1
6
(σ2−3)XRαβv

βvαvνvµ −
1
6
(σ2−3)XRα(νvµ)v

α

+
1
12
(σ2+1)X;(ν;β) v

βvµ +
1
12
(σ2+1)X;(α;µ) v

αvν

+
1
18
(σ2+1)�Xhνµ −

1
18
(σ2+1)X;ρ;σ v

ρvσhνµ

−
1
18
(σ2−3)XRhνµ +

1
18
(σ2−3)XRρσv

ρvσhνµ

= π
(z)

νµ . (B.19)

∼ ∗ ∗ ∗ ∼
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