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RESUMO

Placas sdo componentes estruturais aplicaveis em diversas estruturas de engenharia. Em
estruturas navais, tais como, navios e plataformas petroliferas, as placas sdo responsaveis por compor
grande parte do conjunto estrutural. Para aumentar a rigidez, usualmente sdo inseridos reforgos
chamados de enrijecedores, dispostos normalmente nos sentidos longitudinal e/ou transversal das
placas. Neste estudo aplicou-se o0 método Design Construtal para analisar o comportamento mecanico
de placas enrijecidas sujeitas a carregamento transversal uniforme quanto as deflexdes, através de
modelos computacionais desenvolvidos no software ANSYS®, que possui como base o Método dos
Elementos Finitos. A analise foi dividida em dois estudos de caso. O primeiro destinou-se a investigar
a influéncia causada pela orientacdo dos enrijecedores ao comportamento mecanico das placas. Para
tal, partindo de uma placa de referéncia ndo enrijecida e mantendo o volume total de material
constante, parcelas de volume de material da mesma foram removidas da espessura e transformadas
em enrijecedores retangulares através da fracdo volumétrica ¢, que relaciona o volume de material
dos enrijecedores com volume de material da placa de referéncia, para valores de ¢ = 0,1; 0,2; 0,3;
0,4 e 0,5. Para cada valor de ¢ foram configurados 25 arranjos de placas enrijecidas com diferentes
nameros de enrijecedores retangulares orientados em 0° e 45°. Ainda, em cada arranjo avaliou-se a
influéncia da variacao do grau de liberdade dado pela razéo entre altura e espessura dos enrijecedores
hglt,. O segundo estudo de caso avaliou a influéncia de enrijecedores trapezoidais. Para isso, duas
etapas foram apresentadas. A primeira destinou-se a descobrir qual seria a melhor razéo entre as bases
dos enrijecedores trapezoidais orientados em 0°, adotando uma placa com ¢ = 0,3 e trés enrijecedores
nas direcdes longitudinal e transversal. Com base na primeira etapa, a segunda etapa consistiu na
andlise de 25 arranjos de placas com diferentes nimeros de enrijecedores trapezoidais (orientados em
0°) nas dire¢des longitudinal e transversal, e assim, avaliou-se a influéncia quanto as deflexdes. Os
resultados mostraram que em grande parte dos arranjos de placas com enrijecedores retangulares,
orientd-los em 45° é mais vantajoso para a reducdo das deflexdes, quando comparados com
enrijecedores retangulares orientados em 0°, principalmente para valores de ¢ < 0,3, podendo
alcancar reducdes nas deflexdes centrais e maximas maiores do que 60%. Em relacdo aos arranjos de
placas com enrijecedores trapezoidais, estes mostraram-se mais eficientes do que os enrijecedores
retangulares orientados em 0° podendo alcancar reducbes de até 30% nas deflexdes centrais e
méaximas. Porém em comparagdo com 0s enrijecedores orientados em 45° os enrijecedores

trapezoidais apresentaram vantagem em apenas alguns casos.

Palavras-chaves: Enrijecedores retangulares, Enrijecedores trapezoidais, Enrijecedores

inclinados a 45°, Método dos Elementos Finitos.



ABSTRACT

Plates are structural components applicable in several engineering structures. In naval
structures, such as ships and oil rigs, the plates are responsible for compose a large part of the
structural arrangement. To increase rigidity, usually, are inserted reinforcements, called stiffeners
normally in the longitudinal and/or transverse directions of the plates. In this study the Construtal
Design method was applied to analyze the mechanical behavior of stiffened plates subjected to
uniform transverse loading as to the deflections, through computational models developed by
ANSYS® software which is based on the Finite Element method. The analysis was divided into two
case studies. The first one it was aimed to investigate the influence that the orientation of the stiffeners
causes the mechanical behavior of the plates. To do this, starting from a non-stiffened reference plate
and keeping the total volume of material constant, material volume portions of it were removed from
the thickness and converted into rectangular stiffeners through the volumetric fraction ¢, which
relates the volume of material of the stiffeners with volume of material of the reference plate, for
values of ¢ = 0.1; 0.2; 0.3; 0.4 and 0.5. For each value of ¢ were configured 25 stiffened plates
arrangements with different numbers of rectangular stiffeners oriented at 0° and 45°. Also, in each
arrangement, the influence of the degree of freedom variation given by the relation between height
and thickness of the stiffeners i/t was evaluated. The second case study aimed to analyze the
influence of trapezoidal stiffeners. For this, two stages were presented. The first one it was aimed to
find out the best relation between the bases of the trapezoidal stiffeners oriented at 0°, adopting a
plate with ¢ = 0.3 and three stiffeners in the longitudinal and transverse directions. Based on the first
step, the second one analyzed 25 plate arrangements with different numbers of trapezoidal stiffeners
(oriented at 0°) in the longitudinal and transverse directions, and thus, their influence on the
deflections was evaluated. The results showed that in a large part of the plate arrangements with
rectangular stiffeners, orienting them at 45 ° is more advantageous regarding of deflections reduction,
when compared with rectangular stiffeners oriented at 0°, mainly for values of ¢ < 0.3, achieving
reductions in the central and maximum deflections greater than 60%. Regarding to the plate
arrangements with trapezoidal stiffeners, these were more efficient than rectangular stiffeners
oriented at 0°, achieving until 30% of reduction in the central and maximum deflections. However,
comparing rectangular stiffeners oriented at 45° with the trapezoidal stiffeners, these had an

advantage in only a few cases.

Keywords: Rectangular stiffeners, Trapezoidal stiffeners, Stiffeners leaned at 45°, Finite

Element Method.
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Momento torcor atuante no plano ortogonal ao eixo x [KN.mm]

Momento torcor atuante no plano ortogonal ao eixo y [KN.mm]

Momento fletor por unidade de comprimento em x [KNmm/mm]

Momento fletor por unidade de comprimento em y [KNmm/mm]

Momento torcor distribuido atuante no plano ortogonal ao eixo y [KNmm/mm]
Momento torcor distribuido atuante no plano ortogonal ao eixo x [KNmm/mm]
Numero de interseccBes entre os enrijecedores

Numero de enrijecedores na direcao x

NUmero de enrijecedores na direcdo y

Numero de enrijecedores na dire¢do x’

Numero de enrijecedores na diregdo y’

Carga distribuida na direcao z [KN]

Forga de cisalhamento transversal na direcdo x [kN]

Forga de cisalhamento transversal na direcdo y [kN]

Forca de cisalhamento transversal por unidade de comprimento em x [KNmm/mm]
Forca de cisalhamento transversal por unidade de comprimento em y [KNmm/mm]
Forca adicional de canto [kN]

Espessura da placa de referéncia [mm]

Espessura da placa enrijecida

Espessura dos enrijecedores [mm]

Energia de deformacéo para placa

Deflexao no centro da placa [mm]

Deflexo maxima na placa [mm]
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Componente de deslocamento na dire¢cdo x [mm]

Vetor de deslocamentos nodais

Volume de material total entre as intersecgdes do enrijecedores [mmg]
Volume de material da placa de referéncia [mm?]

Volume de material dos enrijecedores [mm3]

Componente de deslocamento na dire¢do y [mm]

Energia potencial de cargas para placa

Componente de deslocamento na dire¢do z [mm]

Deformagéo normal na diregéo do eixo x [mm]

Deformacéo normal na direcéo do eixo y [mm]

Tensdo normal na dire¢do do eixo x [MPa]

Tens&o normal na dire¢do do eixo y [MPa]

Tensdo de cisalhamento no plano ortogonal ao eixo x na direcdo y [MPa]
Tens&o de cisalhamento no plano ortogonal ao eixo y na dire¢do x [MPa]
Deformacdo por cisalhamento [mm]

Deformacéo por cisalhamento nas direcdes x e y [mm]

Coeficiente de Poisson

Fracdo Volumétrica

Variagéo angular

Operador diferencial delta

Energia potencial total para placa
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1 INTRODUCAO

A construcdo naval é uma pratica extremamente antiga, existem evidéncias mostrando que 0s
egipcios dominavam técnicas de manipulacdo da madeira para construir cascos de embarcacdes. No
Brasil, a construgdo naval data do periodo colonial, onde em solo brasileiro foram construidas as
primeiras embarcacgdes pelos portugueses. Apos um periodo de desenvolvimento no século XIX, a
industria naval no Brasil entrou em recessdo voltando a ganhar forca apenas em meados do século
passado. Na década de 1970, os principais estaleiros brasileiros foram ampliados e modernizados e
ap6s um periodo de crescimento o setor novamente entrou em recesso, voltando a destacar-se no
inicio do século XXI principalmente com a expansao da industria petrolifera com foco nas unidades
de producéo offshore e embarcacgdes de apoio maritimo (CEMBRA, 2012).

As estruturas navais sejam elas plataformas de exploracdo de petréleo (estruturas offshore) ou
embarcacOes de transporte de carga e pessoas, sdo agentes importantes na economia nao apenas no
Brasil, mas a nivel mundial. Conforme CEMBRA (2012), a matriz energética mundial € composta
em 60% pelo uso de petroleo e gas, sendo o petroleo responsavel por 37% desta parcela. Quanto ao
transporte de cargas, estima-se que as movimentacGes em portos brasileiros chegam a 730 toneladas
por ano, quantia significativa no ambito global. Além do mais, o turismo maritimo presta atualmente
uma contribuicdo importante para economia brasileira, fomentando a geracdo de empregos, receitas
e desenvolvimento do setor.

A composicdo das estruturas navais acontece pela juncdo de diversos componentes estruturais,
como vigas, colunas e placas que juntos fornecem a rigidez necessaria para 0 cumprimento da fungéo
estabelecida em projeto. Dentre os elementos que compde uma estrutura naval as placas ganham
atencdo especial devido ao seu papel no desempenho estrutural global e funcional. Segundo Yasuhisa
et al. (2009) em estruturas navais, como navios, as placas comp&em grande parte do casco principal,
além de estarem presentes na composicao do conves e das anteparas que dividem os compartimentos
da embarcacéo.

Por definicdo, de acordo com Szilard (2004) placas sdo componentes estruturais planos, retos
e bidimensionais, com espessura muito menor do que as demais dimensées. Conforme Orozco (2009)
esses componentes possuem a fungdo de garantir a estanqueidade, transmitir os esforgos para 0s
demais elementos estruturais e fornecer rigidez para a estrutura como um todo. Manrique (1989)
explica que as placas sdo usadas nas estruturas navais para resistir as cargas longitudinais oriundas
da flexdo do navio, além da pressdo hidrostatica e dos diferentes itens em transporte (carregamento

estatico) conforme mostra a Fig. 1.1.
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Figura 1.1 - Secdo transversal de um navio
(Fonte: Adaptado de GHAVAMI e KHEDMATI, 2012)

Na préatica de engenharia é comum inserir reforcos (enrijecedores) em placas dispostos no
sentido longitudinal e/ou transversal ao plano (ver Fig. 1.2). A grande vantagem de acrescentar
enrijecedores € a possibilidade de aumentar a rigidez com o minimo de material adicional, tornando
as placas enrijecidas altamente desejaveis. A inclusdo de enrijecedores permitem que as placas
resistam ao carregamento imposto, introduzindo varios caminhos de carga que sdo importantes na

prevencio de danos sob cargas de tragdo e compressdo (HAFTKA E GURDAL, 1992).

Enrijecedores

Transversais Enrijecedores

Longitudinais

Figura 1.2 — Placa enrijecida
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Sabendo a aplicabilidade que as placas possuem para indUstria naval, percebe-se a importancia
de projetar esses componentes de maneira adequada, de modo que, possam cumprir 0 seu proposito
de maneira segura, duravel e econdmica. Ramaswamy (1999) afirma que projetar placas enrijecidas
utilizando diferentes técnicas pode trazer muitos beneficios, como redu¢do no uso do material, custo
e desempenho.

Entretanto, a analise do comportamento estrutural de placas esbarra na dificuldade de se
proporem solucgdes analiticas para o problema. Szilard (2004) ressalta que a dificuldade matematica
inerente a andlise de placas, faz com que as solugdes analiticas fiqguem restritas a geometrias simples
de placas, carregamento e condi¢Ges de contorno. Para muitos problemas praticos de engenharia ndo
se pode encontrar solucGes analiticas para as equacdes diferenciais governantes. Em funcao disso, 0s
métodos numeéricos tornam-se uma opcdo. Dentre as metodologias existentes o Método dos
Elementos Finitos (MEF) é o que mais se destaca. Associado a evolucdo da computacdo de alta
performance sugere uma ferramenta extremamente eficaz para anélise de estruturas.

O MEF é a mais versatil técnica computacional para solu¢des aproximadas, aplicavel em uma
grande variedade de problemas reais de engenharia que apresentam dominio complexo e sujeitos a
condicdes de contorno (MADENCI E GUVEN, 2006). Szilard (2004), explica que ao aplicar o MEF
na analise do comportamento mecéanico de placas o modelo continuo é dividido em um conjunto de
elementos finitos conectados entre si por nds, de modo que, a resposta global do sistema é obtida pela
solucdo de equaces algébricas simultaneas prontamente solucionaveis por computador.

Em andlise estrutural, sabe-se que o comportamento mecanico dos elementos estruturais €
influenciado em grande parte pela geometria, dando margem para que estudos de analise geométrica
sejam realizados. De acordo com Salomon (2000) o propdésito de analisar geometricamente uma
estrutura é configurar um arranjo estrutural eficiente, capaz de resistir aos esfor¢os externos
aumentando a capacidade de carga e limitando as deflexdes e tensdes aos seus valores admissiveis.

Diante disso, esse estudo teve como objetivo analisar o comportamento mecanico de placas
de aco retangulares com enrijecedores também retangulares submetidas a carregamento transversal
uniforme quanto a influéncia da orientacdo de enrijecedores, assim como, testar a aplicabilidade de
enrijecedores trapezoidais. Para isso, foi empregado o método Design Construtal aliado a simulacao

numérica realizada por modelos computacionais baseados no MEF.

1.1 Estado da arte

Os primeiros estudos relacionados a placas surgiram no século XVIII, enquanto o
desenvolvimento da mecanica estrutural comecou com a andlise de problemas estaticos, os primeiros
estudos experimentais e analiticos envolvendo placas foram dedicados quase que exclusivamente a
vibragoes livres (SZILARD, 2004).
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Segundo Ugural (2010) a teoria das placas e cascas é uma combinacao experimental e tedrica
que conta com a contribuicdo histdrica de varios matematicos, cientistas e engenheiros consagrados.
As primeiras investigacdes exploraram as vibracdes livres com Leonard Euler em 1776, e foram
estendidas por seu aluno Jacob Bernoulli. Em 1811, o renomado matematico Joseph-Louis Lagrange
recebeu o crédito por desenvolver uma equacdo diferencial parcial de quarta ordem que descreve as
vibragdes em placas.

A primeira equacéo diferencial correta para placas submetidas a cargas transversais estaticas
foi creditada ao engenheiro e cientista L. Navier em 1823. Porém, foi o alemédo Gustav R. Kirchhoff
que desenvolveu a primeira teoria completa de placas submetidas a flexdo. Ele derivou a mesma
equacdo diferencial de Navier com base nas hipoteses de Bernoulli para vigas, utilizando uma
abordagem diferente de energia. Sua grande contribuicédo para a teoria das placas foi a introducéo das
forcas de contorno suplementares, que substituem os momentos de tor¢do nos limites da placa, de
modo que, as condi¢des de contorno possam ser declaradas em funcdo dos deslocamentos e suas
derivadas (SZILARD, 2004). Posteriormente, a contribuicéo do trabalho de Kirchhoff adicionada ao
trabalho do matematico inglés Augustus Love originou a famosa Teoria de Placas de Kirchhoff-Love
ou Teoria Cléassica de Placas Finas.

Ao longo do século XX diversos estudos que tratam do comportamento estrutural de placas
foram publicados, estendendo-se no século XXI com a contribui¢do de diversos autores. Shade (1940,
1941, 1951) desenvolveu um método analitico que permite avaliar a maxima deflexdo em placas
enrijecidas submetidas a carregamento transversal uniforme. A metodologia consiste em seguir
alguns passos que envolvem equacdes e graficos que, quando combinados, sdo capazes de identificar
de maneira aproximada a deflexdo méxima da placa para diferentes condi¢des de contorno.

Rossowt e Ibrahimkhail (1978) realizaram um estudo utilizando MEF com base no método
das restricbes para investigar as deflexdes transversais de placas rigidas com enrijecedores
concéntricos e excéntricos. O método das restricdes tem como base o0 teorema da minima energia
potencial e sua aplicagcdo em elementos finitos se diferencia pela possibilidade de utilizar elementos
conformes, com base em polindmios completos ou de alta ordem. O estudo foi desenvolvido em dois
exemplos distintos, considerando uma placa quadrada com um enrijecedor e uma placa retangular
com dois enrijecedores em cruz. As placas foram submetidas a uma carga transversal uniformemente
distribuida ou a uma carga concentrada, ja as condi¢fes de contorno adotadas na analise foram de

bordas simplesmente apoiadas. Ainda, com a intencdo de obter uma checagem independente, 0s

exemplos foram solucionados com os softwares NASTRAN® e STRUDL®. O estudo ressaltou que

a utilizacdo de elementos de alta ordem devidamente formulados apresentou resultados satisfatorios,
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reduzindo o nimero de elementos e graus de liberdade, quando comparados ao uso de elementos de
baixa ordem.

Visando um modelo com maior precisdo para a analise de placas enrijecidas, Mukhopadhyay
(1981) propds uma abordagem que permitiu superar algumas limitacGes impostas por modelos
anteriores, permitindo que a disposi¢do e o0 espagamento entre os enrijecedores fossem realizados
arbitrariamente. O MEF foi utilizado considerando elementos do tipo isoparamétrico e triangular. O
estudo apresentou exemplos comparativos entre 0 método proposto e métodos anteriores, além de
apresentar a analise estrutural de uma secéo transversal completa em dimens@es reais de um navio
petroleiro.

Tanaka e Bercin (1998) apresentaram uma expansdo do Método dos Elementos de Contorno
para a analise do comportamento estatico de placas enrijecidas sob flexdo. O equacionamento
proposto levou em consideracdo os efeitos de flexdo, torcdo, deformacdo e a influéncia da
excentricidade dos refor¢os. O método foi aplicado em trés exemplos distintos, considerando um e
dois enrijecedores, e os resultados apresentaram boa concordancia quando comparados a exemplos
apresentados na literatura.

Para analisar placas reforcadas por vigas Sapountzakis e Katsikadelis (2000) propuseram uma
solucdo que incluia as forgas e deformacdes da placa, assim como, as forc¢as axiais e deformacges das
vigas. A andlise consistiu em separar a viga da placa e entdo calcular as tragdes na regido de ligacdo
entre elas. Para conhecer esses esforcos, foram estabelecidas condi¢Ges de continuidade de
deslocamento na interface entre viga e placa. O Método da Equacdo Andaloga foi adotado para a
solucdo das equacgdes do problema. Dois exemplos foram propostos para aplicagdo do método, no
primeiro uma placa retangular enrijecida simplesmente apoiada nas bordas de menor dimenséo e livre
nas demais. No segundo exemplo, a analise foi andloga ao primeiro, porém considerando todas as
bordas simplesmente apoiadas. Em ambos, foram analisadas diversas alturas de viga considerando
carregamento transversal uniforme. Os valores de deflexdo encontrados com o método mostraram
uma consideravel divergéncia em comparacdo com métodos que desconsideram as forcas e as
deformagdes da interacéo placa e viga.

Tanaka et al. (2000) utilizaram o Método dos Elementos de Contorno para analisar a deflexao
em placas reforgadas por enrijecedores. No método numérico proposto, apenas o contorno da placa e
a linha de conexao entre a placa e o enrijecedor sdo discretizados em elementos, de modo que, néo
sejam necessarios elementos de ordem superior, 0 que torna a solugcdo mais simples. As forgas e
momentos atuantes na linha de interagéo da placa e do reforgo sdo desconhecidos, sendo aproximados

por fungOes de interpolacdo adequadas. Foram analisados dois casos com diferentes condigdes de
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contorno e os resultados foram comparados com a solucéo proposta por Timoshenko e Krieger (1959)
apresentando bons resultados.

Salomon (2000) utilizando o MEF com base em elementos do tipo viga Hermitiano e
isoparamétrico, assim como elemento do tipo casca, analisou alguns modelos de placas com o
objetivo de compor um arranjo otimizado capaz de suportar o carregamento externo aplicado
limitando tensGes e deslocamentos com o menor peso de material possivel. As solu¢es encontradas
com os modelos propostos foram comparadas com solucBes obtidas com elementos tridimensionais.
Os resultados do estudo apontaram algumas limitacdes nos modelos investigados, permitindo assim,
que fosses sugeridas modificacOes que possibilitassem maior precisdo nos modelos propostos. O
estudo destacou os bons resultados encontrados com o elemento tipo Hermitiano e a forte influéncia
que a excentricidade dos enrijecedores acarreta no desempenho de placas enrijecidas.

Marcelin (2001) fez uso de um algoritmo genético com o objetivo de otimizar placas
enrijecidas. O estudo considerou dois casos, no primeiro foram variadas as posi¢des de cinco
enrijecedores, de modo que, fosse encontrada uma configuracdo otimizada de placa para reduzir a
deflexdo méaxima. No segundo caso, o processo considerou o efeito da flambagem. Por ser um
algoritmo de processo evolutivo, iniciou-se com um conjunto de solucdes iniciais utilizando o MEF,
e a partir dos resultados obtidos, foi sofrendo adaptacdes em busca de melhores solugdes. A partir
das solugdes iniciais obtidas pelo MEF o método de Ritz foi inserido para completar o processo de
otimizacdo. Essa estratégia permitiu reduzir consideravelmente o tempo de célculo e apresentou bons
resultados para problemas de otimizacao de placas enrijecidas.

Peng et al. (2005) utilizaram o método numérico de Galerkin baseado na Teoria de Primeira
Ordem de Deformagdo por Cisalhamento. O estudo analisou a deflexdo central em placas para
diferentes geometrias de enrijecedores em condicdes excéntricas e concéntricas. O modelo foi
discretizado considerando o sistema meshless (sem malha), onde um conjunto de pontos nodais foi
distribuido ao longo da placa e do enrijecedor. A compatibilizacdo entre o deslocamento do
enrijecedor e da placa permitiu que o campo de deslocamentos do enrijecedor fosse expresso em
funcéo da superficie média da placa. Por ndo utilizar malha, o método permitiu maior flexibilidade
na colocacdo dos enrijecedores, de modo que, qualquer alteracdo nas suas posi¢cdes ndo necessitasse

na redefinicdo da malha.

Hasan (2007) aplicou o MEF através do software NASTRAN®para determinar as melhores
localizagdes de enrijecedores quadrados inseridos em placas submetidas a flexdo. O estudo foi
desenvolvido em trés casos, onde foram analisadas as maximas tensdes e deflexdes para diferentes
condicgdes de contorno. Os procedimentos consistiram em variar a espessura, 0 espagamento e a

localizacdo dos enrijecedores na placa. Os resultados obtidos mostraram que localizagdes otimizadas
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de enrijecedores podem trazer beneficios ao comportamento mecénico de placas quadradas
enrijecidas.
Com o objetivo de investigar a influéncia da altura dos enrijecedores nos valores maximos de

tensdo em placas submetidas a carregamento transversal uniforme, Yousif et al. (2008) aplicaram o

MEF utilizando o software ANSYS®. As configuracées de placas analisadas levaram em conta
variagcdes nas dimensdes da placa, assim como, altura e espessura dos enrijecedores e presséo
aplicada. Os resultados obtidos pelo método numeérico foram comparados com solugdes analiticas e
apresentaram boa concordancia. O estudo concluiu que a altura ideal para os enrijecedores deve ficar
entre 40 mm e 50 mm. Valores acima sdo insignificantes e conduzem a uma solucéo antieconémica.

Fernandes (2009) apresentou um equacionamento utilizando o Método dos Elementos de
Contorno baseado nas hipoteses de Kirchhoff. O objetivo do estudo foi analisar a flexdo de placas
reforcadas por vigas de diferentes materiais. A metodologia adotada baseou-se em dividir placa e
vigas em sub-regifes, com o intuito de definir para cada uma delas, diferentes espessuras, madulo de
elasticidade e coeficiente de Poisson. O Método dos Residuos Ponderados foi aplicado nas solucdes
das equac0es para cada sub-regido, as quais foram somadas para obter a equacao da estrutura inteira.
Além disso, 0 modelo prop6s aproximacdes para os deslocamentos e tracfes ao longo das secdes
transversais das vigas, reduzindo alguns graus de liberdade do problema para simplificar a solucéo.
A performance do método foi comparada com modelos solucionados pelo MEF através do ANSYS®
apresentando bons resultados.

O trabalho de Orozco (2009) teve como objetivo estabelecer um comparativo entre 0 método
da chapa ortotrépica e o MEF para painéis reforcados carregados transversalmente. Foram
construidos modelos considerando bordas simplesmente apoiadas e engastadas com enrijecedores de
secdo transversal em forma de T, os quais foram modelados com elementos de casca e viga. A analise
ocorreu para diferentes espacamentos e momentos de inércia dos enrijecedores, permitindo a
obtencdo de uma grande quantidade de dados paramétricos. Os valores de tensBes e deflexBes
alcancados por meio do MEF foram parametrizados em funcéo das varidveis da chapa ortotropica,
permitindo a geracdo de curvas de tensdo e deflexdo. Tais curvas foram comparadas com as curvas
propostas pelo método da chapa ortrotdpica para painéis simplesmente apoiados, permitindo avaliar
a sensibilidade dos resultados dos modelos numéricos. E ainda, estabelecer o nivel de desvio entre 0s
métodos ja mencionados.

Banai e Pedatzu (2010) tomaram como base o trabalho de Shade (1940, 1941, 1951) e
desenvolveram um programa de computador com a finalidade de obter uma andlise estrutural rapida
e funcional para placas ortotrépicas enrijecidas ou ndo. Uma das premissas do trabalho foi a

possibilidade de avaliar se a placa pode suportar as cargas aplicadas, de modo a evitar as possiveis
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complicacdes matematicas impostas por métodos numéricos. O processo de informatizacdo resumiu-
se a dois principais parametros, o coeficiente K necessario para calcular a maxima deflexao, o qual
relaciona propriedades geométricas, coeficiente de torcdo e condi¢Ges de contorno e também o
parametro da amplitude relativa da placa. Para representar as curvas propostas no trabalho de Shade
foram utilizados polindmios capazes de rastrear as curvas originais com alto grau de preciséo. A
interface visual do programa permite ao usuario inserir os dados de entrada de forma bastante
simplificada, possibilitando inclusive que novas configuracbes sejam testadas sem grandes
dificuldades. Entretanto, por ser um modelo de aproximacéo os resultados obtidos apresentam uma
acuracia mediana, mas se adequaram bem para o uso como ferramenta preliminar de projeto.
Baseado no principio da energia potencial minima, o trabalho de Singh (2013) teve como foco
a andlise estatica de grandes deflexdes em placas enrijecidas submetidas a carregamento transversal
uniforme. Além disso, foi avaliada a influéncia da geometria dos enrijecedores no comportamento
estrutural da placa. O estudo foi desenvolvido para uma placa retangular com um enrijecedor central
disposto paralelamente & borda de menor dimensdo. Para tal, foram analisadas seis diferentes
combinacdes de condicBes de contorno e trés diferentes geometrias para os enrijecedores.
Shanmugam et al. (2014) avaliaram o comportamento de placas enrijecidas submetidas a
carregamentos combinados de pressédo transversal e compressdo axial. O experimento analisou 12
placas divididas em dois grupos com diferentes indices de esbeltez. Foi utilizado um equipamento de
testes capaz de aplicar simultaneamente o carregamento transversal e a compressdo axial as placas.

Todo o procedimento foi monitorado e registrado com o auxilio de medidores de tensao e deflexdo.

Além disso, o0 MEF foi utilizado através do software ABAQUS® com o objetivo de comparar os
resultados numéricos e experimentais. A modelagem computacional levou em consideracdo as
imperfeicdes geométricas encontradas no modelo fisico, de forma que, os resultados fossem
reproduzidos de maneira fiel. Os autores concluiram que é possivel reproduzir computacionalmente
de maneira precisa o comportamento elastico e ineléstico de placas rigidas submetidas a carregamento

combinado.

Singh et al. (2015) utilizaram o software ANSYS® baseado no MEF para realizar um estudo
paramétrico com a finalidade de analisar a maxima deflexdo e a maxima tensdo em placas isotrépicas
reforcadas submetidas a flexdo. Foram analisadas diferentes configuracbes geométricas de
enrrijecedores quadrados, mantendo o seu volume de material constante. Para cada configuragdo
geomeétrica 0s autores variaram 0s carregamentos e as condi¢fes de contorno das placas em analise.
Com base nos resultados, os autores recomendaram que para melhorar o desempenho estrutural, a

espessura do enrijecedor deve ser aproximadamente igual a espessura da placa. J& o comprimento
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deve ter entre 65% e 75% da largura da placa, assim como, a altura deve ser de 4 a 6 vezes a espessura
do proprio enrijecedor.

Singh e Pal (2016) analisaram o comportamento mecanico de placas isotropicas enrijecidas e
placas compésitas. O MEF foi utilizado através do software ANSYS® e o estudo decorreu com a
andlise das placas sobre diferentes condigdes de contorno. Foi adotado carregamento transversal
uniforme e pontual para as placas com e sem enrijecedores. As placas enrijecidas foram testadas com
diferentes configuracGes geométricas de enrijecedores, variando altura, espessura e comprimento,
mantendo o volume de material. Para a modelagem das placas isotropicas foi utilizado o elemento
SHELL281 e para o enrijecedores o elemento SOLID186. Para as placas compdsitas, o elemento
SHELL?281 foi utilizado para a modelagem tanto da placa quanto do enrijecedor.

Troina (2017) fez uso do software ANSYS® baseado no MEF para realizar simulacdes
numéricas em placas finas de aco enrijecidas. O método Design Construtal foi utilizado em associacdo
a técnica de Busca Exaustiva para investigar configuracfes geométricas que reduzissem a deflexdo
central das placas quando submetidas a carregamento transversal uniforme. O estudo considerou
diferentes valores do parametro ¢, dito como a razdo entre o volume de material dos enrijecedores e
o0 volume de material total da placa. Além disso, os graus de liberdade considerados no estudo foram
0 numero de enrijecedores longitudinais e transversais e também a razao entre a altura e a espessura.
Para a modelagem computacional foram adotados os elementos finitos SHELL93 quadrilatero e
triangular e 0 SOLID95 tetraédrico e hexaedrico.

Cunha et al. (2018) avaliaram a geometria de placas enrijecidas submetidas a carregamento

transversal uniformemente distribuido utilizando o software ANSYS®. Foram propostas diversas
configuracBes geométricas utilizando o método do Design Construtal associado a técnica de Busca
Exaustiva para encontrar configuragdes geométricas que reduzissem a deflexdo no centro das placas.
Para isso, uma placa de referéncia foi considerada, onde uma parcela de volume de material foi
transformada em enrijecedores, considerando a fracdo volumétrica ¢ = 0,5. Os graus de liberdade
analisados no estudo foram o ndmero de enrijecedores longitudinais e transversais, assim como a
razdo ente sua altura e espessura, mantendo o volume de material da placa constante. Os resultados
mostraram que 0 aumento no nimero de enrijecedores ndo significa maior reducdo na deflexdo no
centro da placa e ressalta que a geometria do enrijecedor tem forte influéncia no seu comportamento
estrutural. Em comparacdo com a placa de referéncia a configuracdo 6tima encontrada apresentou

reducdo de 9110% da deflexdo no centro da placa.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Utilizar modelos computacionais para simular comportamento mecanico de placas finas
enrijecidas submetidas a flex&o aplicando o método do Design Construtal aliado a técnica de Busca
Exaustiva, com o intuito de analisar a influéncia de diferentes geometrias e orientacdo dos

enrijecedores.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Analisar a influéncia da fracdo volumétrica ¢, que relaciona o volume de material dos
enrijecedores (¥ ) com volume de material da placa de referéncia (V,.).

e Analisar a influéncia do grau de liberdade #,/t,, que relaciona a altura do enrijecedor
(h) com a espessura do enrijecedor (¢,).

e Analisar a influéncia do numero de enrijecedores.

e Analisar o comportamento quanto a deflexdo central e maxima em placas com enrijecedores
retangulares orientados em 0° (longitudinalmente e transversalmente) e 45° (inclinados).

e Analisar o comportamento quanto a deflexdo central e maxima em placas com enrijecedores
trapezoidais.

e Analisar a eficacia do método Design Construtal aplicado a analise geométrica em mecanica

dos solidos.
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2 TEORIA DAS PLACAS FINAS

As placas finas sdo componentes estruturais retos, delimitados por dois planos paralelos
separados por uma espessura t de dimensdo muito menor do que as demais e por bordas ortogonais
aos dois planos limitantes, normalmente formando um angulo reto entre si. As cargas aplicadas as
placas, que podem ser dinamicas ou estaticas, sdo predominantemente perpendiculares ao plano. Uma
placa originalmente plana desenvolve forcas de cisalhamento, flexdo e torcdo para resistir a
carregamentos transversais. Como essas cargas normalmente séo transportadas em duas direcdes e a
rigidez de tor¢do em placas isotropicas € significativa, esses componentes estruturais tornam-se uma
combinacdo eficaz de leveza e alta capacidade de suporte (VENTSEL E KRAUTHAMMER, 2001).

A solucdo matematica exata de placas finas sujeitas a carregamento transversal requer a
solucdo de equac0es diferencias tridimensionais. Porém, esse tipo de abordagem implica em solucdes
matematicas de extrema dificuldade. Entretanto, para a maioria dos casos a Teoria de Placas Finas
proposta por Kirchhoff conduz a resultados precisos sem a necessidade de realizar uma analise
tridimensional completa, através da solucdo de uma equacao diferencial de quarta ordem, que exige
apenas duas condig¢des de contorno em cada borda para ser satisfeita (SZILARD, 2004).

Logo, os proximos tdpicos e subtdpicos desse capitulo serdo destinados a formacdo da
equacdo governante de placas finas, incluindo abordagens da teoria da elasticidade, condicdes de

contorno e solucgdes.

2.1 Teoria classica de pequenas deflexdes de placas finas
Segundo Szilard (2014) a formacdo da equacdo governante de placas finas proposta por
Kirchhoff requer que algumas hipdteses sejam consideradas:
1. Material elastico linear, homogéneo e isotropico.
2. Inicialmente a placa é considerada plana, o plano médio ndo sofre deformacéo durante a
flex&o.
3. A espessura da placa t é constante e a menor dimensdo lateral da placa deve ser no
minimo dez vezes maior que a espessura.
4. As deflexBes transversais da placa w(x,y) sdo consideradas pequenas, quando
comparadas com a espessura, sendo a deflexdo maxima permitida na ordem de um
décimo da espessura t.
5. As rotacOes da superficie média da placa sédo pequenas em relacdo a unidade.
6. Apos as deformacdes, as se¢Oes planas e normais ao plano médio da placa, permanecem
planas e normais ao plano médio.

7. As tensBes normais o, transversais ao plano médio da placa sdo desconsideradas.
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Ao assumir essas hipdteses, explica Szilard (2004), o problema originalmente tridimensional
pode ser reduzido a uma analise bidimensional. Convenientemente, adota-se para placas retangulares
o0 sistema de coordenadas cartesiano. As forgas internas e externas, assim como as tensdes e as
componentes de deslocamento u, v e w, sdo consideradas positivas quando direcionadas para o sentido
positivo dos eixos x, y e z. Além disso, seguindo a convengdo usual adotada em engenharia, 0s
momentos sdo considerados positivos quando tracionam as fibras inferiores de placa. A Fig. 2.1 (a)
representa uma placa submetida a um carregamento transversal, conforme o sistema de coordenadas
adotado, enquanto a Fig. 2.1 (b) mostra o estado de tensdes internas que se manifestam em resposta

ao carregamento externo aplicado em um elemento infinitesimal.

()

v TV
A L
®) L ,
N B
o Z . .23 Ao S

/
dx /

Figura 2.1 — (a) Placa submetida a carregamento transversal uniforme; (b) Tensdes em um elemento
infinitesimal de placa
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2.1.1 Relagbes de equilibrio
Considerando que a placa esta sujeita apenas a carregamento transversal, podem-se assumir

as trés seguintes equacdes fundamentais de equilibrio:

YM=0 YM=0 ¥p=0 (2.1)

Ao analisar um elemento infinitesimal de placa (Fig. 2.2) submetido a uma carga p_, nota-se
o surgimento de forcas de cisalhamento O e Qy e momentos fletores M, e M,, necessarios ao
equilibrio. Além disso, conforme explica Szilard (2004), o comportamento de placas finas assemelha-
se em muitos aspectos com uma malha de vigas bidimensionais, sendo a presenca dos momentos

torcores em placas M,, e M,, a principal diferenca entre as duas abordagens. Esses momentos

acrescentam uma parcela de contribuicdo na resisténcia ao carregamento interno.

Superficie Média

AN

dx

Figura 2.2 - Esforcos resultantes em um elemento de placa

Na teoria de placas, é usual que os momentos e for¢as internas sejam expressos por unidade

de comprimento, de modo que, passam a ser representados conforme a seguinte notacao: ¢, 4,

my, my, my, € m,,. O primeiro termo do indice refere-se a direcdo normal ao plano que o esforgo atua.

Enquanto o segundo indice indica a direcdo onde o esfor¢o é exercido. Como as hipdteses propostas
por Kirchhoff simplificam o problema de placas finas a uma analise bidimensional, pode-se
apresentar os esforcos internos por meio do plano médio do elemento infinitesimal, conforme a Fig.
2.3 (SZILARD, 2004).
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.

(m+ - )de ¥ (g, + ) dx
Figura 2.3 - Esforgos resultantes na superficie média de um elemento de placa
De acordo com Szilard (2004) o processo de formulacdo de equacgéo diferencial governante

de placas, parte das equacBes fundamentais de equilibrio. Primeiramente realiza-se 0 somatorio de

momentos de todas as forcas em torno do eixo y:

om, Om,y oq, dx
(mx + de) dy —m.dy + | m,, + Wdy dx —mydx+|q, + adx dJ’7
(2.2)
=g
9,9y 5=

Apdbs expansdo em série de Taylor e simplificacdo da Eq. (2.2), pode-se desprezar o termo
1/2(6q /0x)(dx)*dy, visto que, € uma parcela infinitésima de ordem superior. Assim a Eq. (2.2) fica da

seguinte forma:

O ety + 2% e — g dedy—=0 2.3)
Ty + = dyds = g dwdy= -

Dividindo os termos da Eq. (2.3) por dydx, obtém-se:

om,  Omy,
X 2.4
x T T (2.4)

Analogamente ao processo anterior, realizando o somatério de momentos em torno do eixo x:

oy O (2.5)
oy ox y

Dessa vez, realizando o equilibrio em tono do eixo z, chega-se:

%y s L _ 26
dxdy+—dxdy+p_dxdy = 0 (2.6)
Ox oy z

Dividindo por dydx tem-se:
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%4, %,

= - 2.7
ox Oy P; @7)

Substituindo as Egs. (2.4) e (2.5) na Eq. (2.7) e observando que os momentos torgores m,, =

m,,, obtém-se:
Om

& m,  Om,
=+ ——-=—p (%)) (2.8)

+
ox? oxdy Oy

Os momentos de flexdo e torcdo que compde a Eq. (2.8) estdo relacionados com as tensoes
internas, que por sua vez, relacionam-se com as componentes de deslocamento u, v e w. Sendo assim,

é preciso recorrer a algumas relac6es da Teoria da Elasticidade.

2.1.2 Relag0es entre tensdes, deformag0es e deslocamentos
Segundo Szilard (2004) assumindo que o material tem comportamento linear-elastico, a Lei

de Hooke bidimensional passa a ser vélida:

o.= Ee t+vo, (2.9)

o,= Ee,+ vo, (2.10)

onde o, € o, as tensdes normais nas direcdes x e y, bem como, ¢, e €, representam as deformacdes
normais. Além do mais, E e v representam o0 médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do
material, respectivamente.

Relacionando tenséo e deformagdo em um elemento de placas, substitui-se a Eq. (2.9) na Eqg.
(2.10), obtendo:

E
0,= m (ex‘l- V{,‘y) (211)
De modo semelhante:
E
0,= m (8y+ VSX) (212)

Os momentos torgores m,, e m,, produzem tensdes de cisalhamento no plano t,, e t,, (Fig.

2.4) que estédo relacionadas com deformacdo de cisalhamento y, conforme a Lei de Hooke. Sendo

assim:
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E
Txy: z}/x:G yxy = myxy (213)
O > X
pdx dy
Zw

t/2
t/2

Figura 2.4 - Tens0Oes atuantes em um elemento de placa

Apbs, considera-se a geometria da placa defletida, para expressar as deformac6es em termos
dos coeficientes de deslocamento. Tomando uma se¢do com y constante, conforme mostra a Fig. 2.5,
pode-se comparar o antes e depois da deformacao.

9 +§dx

Figura 2.5 - Se¢é@o de um elemento de placa antes e depois da flexdo

Lembrando-se das hipoteses de Kirchhoff que assumem que as rotagfes do plano medio sdo

pequenas comparadas a unidade e que as se¢Oes planas e normais ao plano médio permanecem planas
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e normais apds a deformacdo, o angulo de rotacdo das linhas I-1 e 1I-11 (ver Fig. 2.5), respectivamente,

s80:
9= _6_w (2.14)
Ox
09
9+.=9 + —dx (2.15)
Oox

Em seguida, a deformacdo do comprimento AB de uma fibra da placa localizada a uma

distancia z da linha central, passa a ser A'B' como mostra a Fig. 2.6. Usando a definicdo de
deformagéo, pode-se escrever:

Adx A'B'—AB  [dx+z(09/0x)dx] —dx &9
_A5 —45 _,v (2.16)
dx AB dx ox

&y =

Realizando a substituicdo da Eg. (2.16) na Eq. (2.14), encontra-se a deformacao na direcéo

do eixo Xx:

ow
&= — Z? (217)
X

Seguindo 0 mesmo procedimento, obtém-se a deformacéo na direcéo do eixo y:

az
S (2.18)

&
8y2

Y

LY

u

Y

O
7 N\
\ 4

v+ —dx v

ax Y | “‘""3\2 ,
VB 14

Figura 2.6 - Distorcdo angular



30

A determinagdo da distor¢do angular y,, =y’ +y" pode ser realizada comparando a
deformacdo do paralelogramo ABCD em A’B’C’D’ localizado a uma distancia constante z da

superficie média da placa (ver Fig. 2.6). Onde y' e y"’ sdo dados por:

, _Ov ,, _ Ou (2.19)
V =% o= oy '
Assim, os deslocamentos u e v sdo representados pelas seguintes equacdes:
0
u = z9= —z—W (2.20)
ox
ow
Vv =—z— (2.21)
Oy
Relacionando as deformacdes de cisalhnamento com os deslocamentos:
_ Ou N ov (2.22)
Vay = oy Ox '
Substituindo as Egs. (2.20) e (2.21) na Eq. (2.22) chega-se a:
&w
=— 2.23
Vay 2 Ox0y (223)

forma:

& w & w &w (2.24)

2.1.3 Forcas internas expressas em termos de w

As componentes de tensdo o, e o, criam momentos de flexao no elemento de placa (Fig. 2.4),
de modo similar ao que acontece a teoria de vigas (SZILARD, 2004). Dessa forma, através da
integracdo das componentes de tensdo normal, chega-se aos momentos de flexdo que agem no

elemento de placa:
+t/2

= f oz d. (2.25)
-t/2
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+t/2 (2 26)
m,= f o,z d, .

-t/2

De maneira similar, os momentos torcores produzidos pelas tensdes de cisalhamento

T = 1,, = T,, podem ser calculados por:

+t/2
= f Tz d, (2.27)
-t/2
2
! (2.28)
My, = Tz d,
-t/2

considerando que T = t,,, = T,,, cOnsequentemente m,,, = m,,.

Substituindo as Egs. (2.17) e (2.18) nas Egs. (2.11) e (2.12), as tensdes normais ficam

expressas em ternos da deflexdo transversal w, da seguinte forma:

Ez (&*w ow
S 2.29
o 11— <0x2 +V8y2> (2.29)
Ez (&*w ow
- _ 2.30
R ) (ay2 * Vax2> (2.30)

Apds substituir as Egs. (2.29) e (2.30) nas Egs. (2.25) e (2.6) e resolver as integrais, obtém-

se:
_ En? 82w+ o*w _ 82w+ o*w DKok (2.31)
TR a - \ae T Vey?) T 2 T Vg2 | T PUEHVE) '
o'w o'w
my, = -D <W + V@) = D(Kj/-l‘VIGC) (232)
onde D é a rigidez flexural da placa, expressa por:
EP
(2.33)

D=—
12(1 — 12)

sendo t a espessura da placa, E o médulo de elasticidade do material e v seu coeficiente de Poisson.
De maneira similar, os momentos torcores em termos da deflex&o transversal w, séo dados

por:



32

2

o'w
my,=m,, = —(1 —v)D%= —(1 —v)Dy (2.34)

Enfim, substituindo as Egs. (2.31), (2.32) e (2.34) na Eqg. (2.8), encontra-se a equacdo
diferencial governante de placas sujeitas a carregamento transversal distribuido:
Reescrevendo a Eq. (2.36) de forma mais resumida:
*tw o'w  dw —p(xy)
+2 + =
ox* T oxtoyr oyt D

(2.35)

DV*V?w(x,y) = — p_(x.y) (2.36)

A Eq. (2.35) e diferencial parcial de quarta ordem, ndo-homogénea e do tipo eliptica com
coeficientes constantes, conhecida como equacdo bi-harménica ndo-homogénea. Esta é uma equacgao
linear, pois as derivadas de w(x,y) ndo possuem expoentes maiores do que 1 (SZILARD, 2004).

Ainda é possivel apresentar as forcas de cisalhamento em funcdo da deflexdo transversal,

substituindo as Egs. (2.31), (2.32) e (2.34) nas Egs. (2.4) e (2.5), chegando nas seguintes equacoes:

om, Om,, o (Fw &w 0
— X+ X —_— —_— [— — = —_— — 2 237
%= oy o (ax2 * 8y2> DV (2:37)
om,,  Omy, o (Fw &w 0
_omy Oy p O (Tw L T p g 2.38
%= o oy (ax2 e " (239)

2.2 Condicdes de Contorno para placas

Uma solucdo exata para a equacao de quarta ordem que governa o comportamento de placas
finas deve satisfazer simultaneamente a equacao diferencial e as condi¢es de contorno do problema.
Assim, duas condicGes de contorno devem ser satisfeitas em cada borda da placa. Essas podem ser
condicOes de deslocamento, ou condi¢bes geométricas, e ainda, condigdes em termos dos esfor¢os
internos, chamadas de condi¢es estaticas. A combinacdo desses dois tipos de condicdes de contorno
recebe o nome de condi¢do mista (SZILARD, 2004). Os trés principais tipos de condi¢des de contorno

encontrados em placas sujeitas a carregamento transversal sdo apresentados na Fig. 2.7.
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/ oy Borda Livre

xX=a . X=a X=a
7 — —
/ |
/ > = |
/ < < 1
[/, I
[/, .
/. L A—

Vista em Planta
(a) Engaste (b) Borda Livre (c) Apoio Simples

Figura 2.7 - Condicdes de contorno em placas

2.2.1 Condicdes de contorno geométricas

Uma condi¢do geométrica pode ser inserida ao se designar valores para o deslocamento ou
rotacdo em uma borda. Por exemplo, observando a Fig. 2.7(a), a qual possui um comprimento a na
direcdo do eixo x e largura b na direcdo y (SZILARD, 2004). Considerando que as quatro bordas
estdo engastadas restringindo as deflexdes e rotagédo, pode-se escrever:

0

w,=0 e 9x=—w, em x=a € x=a (2.40)
ox
ow

w,=0 e 9y=5, em y=a e y=b (2.41)

2.2.2 Condicdes de contorno estaticas

De acordo com Szilard (2004) ao ter uma placa com uma borda livre (Fig. 2.7 (b)), os esforcos

solicitantes na borda devem ser nulos, podendo ser expressos da seguinte maneira:

vo=m=0 em x=0 e x=a (2.42)

v,=m,=0 em y=0 e y=b (2.43)

A equacdo diferencial da placa é de quarta ordem, sendo assim, permitindo apenas duas
condi¢bes de contorno na borda. Porém, a existéncia de esforgos cortantes, momentos fletores e

torcores necessita de trés condigdes de contorno. Sendo assim, a solugdo de Kirchhoff para esse
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problema foi introduzir um esforco cortante adicional em substituicdo ao momento torgor, conforme

mostra a Fig. 2.8.

0] > X
|
/ dy /)
ZW ROAdy e T‘
I/dx dx i dx (__‘Is
- om d
Y ! ‘l + 9 )2
e )s
V \L +8myxd dx
m @ Ty ox o dx
P dx

Figura 2.8 - Forgas cortantes devido aos momentos torgores

O esforco cortante que a atua n borda é composto por dois termos, que sdo a forca cortante
transversal e 0 momento torgor. Considerando que as bordas da placa sdo normais as direcdes x e y,

respectivamente, é possivel escrever as forcas verticais nas bordas por unidade de comprimento:

omy, Ga% w ]
qx:W:—D-%-{-(z—V)axayz- cm XZO (] X =a (244)
om (0w ow ]
VX
q, =7 S +2-v) per em y e X (2.45)

ondeq e q, sdo as forcas transversais de cisalhamento, assim como, om,,,/ 0y e om,,,/Ox, representam

as forcas adicionais de cisalhamento na borda produzidas pelos momentos torcores m,, = m,,,.
Substituindo os momentos torgores por m,, dy/dy e m,, dx/dx, respectivamente, tem-se:
on, onty,
e d 2.46
ay ax (2.46)

Dividindo as Egs. (2.46) por dy e dx, respectivamente, chega-se as forcas de cisalhamento adicionais

por unidade de comprimento:

, _ Omy,

‘]xzay

(2.47)

Essas forgas sdo conhecidas como forgas suplementares de Kirchhoff. Desse modo, ao
substituir os momentos de tor¢do por essas forgas, 0 numero de forgas internas na borda livre €

reduzido de trés para duas, da seguinte forma:
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Fw  Fw Sw ow ] B

§+v§ X:O, _ﬁ-{_(z_v)@x&yz_x_() em x=0 e x=a (2.48)
AT WO TSNP A =0 = b 2.49
> ar) TV |7 ( V)axzay_y_ mrmse T (2.49)

2.2.3 Condicdes de contorno mistas

Esses tipos de condi¢des de contorno sao apresentados em placas simplesmente apoiadas (Fig.
2.27(c)) e envolvem afirmac0es referentes a momentos e forgas. Considerando uma placa com as
quatro bordas em condi¢fes de apoio simples, o deslocamento transversal e 0 momento fletor sdo

considerados nulos em cada bordo (SZILARD, 2004). E podem ser representados pelas seguintes

expressoes:

Fw  w

w, =0, m, = ¥+VWX=O em x=0 e x=a (2.50)
Fw  Ow

w, =0, m,= a—y2+v@y=0 em y=0 e x=b (2.51)

Em placas simplesmente apoiadas retangulares ou quadradas é importante observar o
surgimento de forgas adicionas nos cantos, podendo causar o levantamento da regido e consequente
falha local, conforme mostra a Fig. 2.9. Isso acontece devido ao fato de que 0s momentos torgores
somam-se nos vértices ao inves de cancelaram-se. Matematicamente essa forca é dada por:

2
Ry =2m,, = =2D(1 —v)

(2.52)

0x0y

Bordas

Simplesmente
Apoiadas

Figura 2.9 - Forcas adicionais nos cantos

2.3 Solucéo da equacéao diferencial de placas finas

Szilard (2004) explica que a equacdo diferencial governante de placa é funcdo de w(x,y) e

deve satisfazer as condic¢des de contorno no bordo referentes a cada situagéo e o equilibrio de forgas.
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Assim, uma vez que a equacao é linear, a solucdo pode ser obtida através da sobreposicao de
duas solugdes, uma homogénea wy (x,y) € outra particular wp(x,y). Dessa forma a solucdo
homogénea satisfaz as condi¢Ges de contorno prescritas nas bordas e a solucgdo particular satisfaz o

equilibrio de forcas externas. A solucdo geral pode ser escrita da seguinte maneira:

w(x,y) = wy(x,y)+wp(x.y) (2.52)
A solucdo exata para a equacao diferencial de placas pode ser obtida apenas para alguns casos
particulares. Nos casos mais gerais de carregamento e condigdes de contorno, as soluces podem ser
encontradas adotando-se expansfes em séries de Fourier. Duas das solugfes disponiveis sdo a de
Navier e Lévy (ARAUJO, 2014).

2.3.1 Solucao de Navier

Navier propds a solucdo da equacéo diferencial governante de placas através da expansdo em
séries trigonométricas duplas. Essa abordagem é restrita para condi¢cBes de contorno de bordas
simplesmente apoiadas e tem como objetivo transformar a equacdo diferencial em algébrica,
reduzindo as dificuldades matematicas (SZILARD, 2004).

Considerando a Fig. 2.10 que representa uma placa retangular com bordas simplesmente

apoiadas sob um carregamento transversal uniforme, a deflexao w(x,y) e o termo de carga p_(x,y) sdo

expandindos da seguinte maneira:

(oo BN© o]

3 . mmx _ nmy
w(x,y) = Z 4 W, nSin —sin—= (2.53)

( )_iw . mmx _ nmy
p.(xy) = 4 _lpmnsm sin— (2.54)

onde W, sdo os coeficientes desconhecidos e p ~sdo os coeficientes de expansdo do termo de

carga param, n = 1,2 3..., encontrados no Apéndice A.



37

(ox

(@) (b)

Figura 2.10 — (a) Referencial de coordenadas; (b) Placa retangular com bordas simplesmente
apoiados sob flexédo

Substituindo as Egs. (2.53) e (2.54) na equacdo governante de placas, Eg. (2.35), pode ser
obtida uma equacéo algébrica que permite calcular os coeficientes W,
pmn

Wmn = 2
Dr*[(m2/a?) + (n2/b7) | (2.55)

Sendo assim, é possivel obter uma solucdo analitica para a deflexdo de placas, escrita da

seguinte forma:

n mnx _ nmy
e D”“;;[(mZ/aZ)HnZ/bz)] « b (2:56)

Ainda pode-se obter os momentos fletores e torcor ao substituir a Eq. (2.56) nas Egs. (2.31),
(2.32) e (2.34), respectivamente. Um exemplo detalhado da aplicacdo do método de Navier para o

caso verificado no item 3.31 desta dissertacao é apresentado no Apéndice B.

X [y 2 N MAX NIy
— 2 = Z —
m,=T DZZ [(a) + v(b> ] W,.sin —— p sin 5 (2.57)
_ ZDi i [(7’1)2 n (m)z] W m1Xx nmy
m, =T ava 5 v p nSiN . sin b (2.58)
= —12D(1 — ZZ mx oo
= —nm°D(1 —v) W,ncos p cos 5 (2.59)

m=1 n=1
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2.3.2 Solucgéo de Lévy
A proposta de Lévy segundo Szilard (2004) para a solucdo da equacdo governante de placas

propde que sejam encontradas duas solucgdes, uma homogénea wy; (x,y) e uma particular wp (x,y):

wx,y) = wy(x,y)+wpx.y) (2.60)

A obtencéo da solucéo particular requer que duas bordas opostas da placa sejam simplesmente
apoiadas e assume-se que a placa é infinitamente longa na outra dire¢cdo. Além disso, deve-se
considerar que a carga externa tenha um perfil constante na direcéo paralela aos bordos simplesmente

apoiados, podendo variar apenas nas direcdes perpendiculares aos mesmos, conforme a Fig. 2.11.

Simplesmente

Apoiado Simplesmente
P.(x),, Apoiado

PPP7777777777 20777777

..................

Figura 2.11 - Placa retangular com bordas opostas simplesmente apoiadas

Considerando que b — oo, a equacédo diferencial governante de placas pode ser escrita da

seguinte forma:

d*wx) _p.() (2.61)

dx* D
Expandindo a Eq. (2.61) em uma série trigonométrica simples que atente as condicOes de

contorno, bem como o terno te carga p_(x), chega-se ao seguinte par de equacoes:

¢ . mmx

Wp ()C) = Z WmnS”/ZT (262)
m=1
< . mmx

p.(x) = menSl”T (2.63)

m=1
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Substituindo as Egs. (2.62) e (2.63) na Eq. (2.61) a solugéo particular torna-se uma equagéo
algébrica, onde 1, sdo os coeficientes desconhecidos e p  os coeficientes de expansdo do termo
de carga.

A solucdo homogénea também é expandida em uma série trigonométrica simples que atende

as condicdes de contorno na direcéo x, da seguinte forma:

[0e]

_ v . mmnx
WG = ) 1, ()i (260
m=1
A funcédo Y,(y) demanda que sejam encontrados os valores de quatro constantes 4,,, B,,, C,,
e D,, a partir das condigdes de contorno das bordas da placa. Porém, Lévy propde uma simplificacdo
devido a simetria em relacéo ao eixo x, de modo que a equacdo para obtencédo de Y,,(y) seja expressa

da seguinte maneira:

¥ (v)=A hmrty mmy hmrty
7(¥)=A,,cos p, + B, p Sin p (2.65)

Sendo assim, para o caso de condicBes de contorno nas bordas paralelas ao eixo x, onde y =

+5/2, a solucdo da equacdo diferencial para placas pode ser escrita assim:

= . mmx = mmy MWy mmy\ | MIX
w(x,y)= Z W,..Sin - + Z (Amcosh - + B, P sinh P )sm p
m=1 m=1

(2.66)

2.3.3 Solucao por Energia (Método de Rayleigh-Ritz)

A aplicacdo do Método de Rayleigh-Ritz baseia-se no principio de energia potencial minimo.
Para que um corpo sujeito a cargas externas atinja o equilibrio estavel a energia potencial deve ser
minima, ou seja, a energia potencial deve assumir um valor minimo para todos os deslocamentos que
satisfazem determinadas condicdes de contorno e equilibrio (UGURAL, 2010).

Segundo Bernardino (2016) a energia potencial total IT de uma placa é a soma de todas as
energias envolvidas no processo de deformacao elastica, que correspondem a energia de deformacao
U e a energia potencial de cargas W:

R (2.67)

e pode ser escrita da seguinte forma:

H_ﬂ‘ D 82w+82w ’ o1 o*wotw o*w ’ drd (2.68)
AP (= ox? 0y*  \0oxdy L [ '
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Para a solucdo aproximada dos deslocamentos adota-se uma fungédo w(x,y) composta por um
conjunto de fungdes que atendem as condic¢des de contorno nas bordas para as diregdes x e y. Este
conjunto de fungdes é apresentado abaixo para as dire¢fes x e y respectivamente, para o caso de

bordas simplesmente apoiadas conforme apresentado por Bernardino (2016):

wo=1-(-1) 269
e =1-(3-1) 0
mo=1-(2-1) @7
w0=1-(5-1) e

Substituindo as Egs. (2.69), (2.70), (2.71) e (2.72) na equacéo de energia potencial total, Eq.
(2.68), e aplicando a condicdo de primeira derivada nula, surgem constantes desconhecidas que
podem ser determinadas por um sistema de equacdes simples. Aplicando os valores das constantes
na funcédo w(x,y) é possivel conhecer os deslocamentos na placa de modo aproximado.

Um exemplo detalhado da aplicacdo do método de Rayleigh-Ritz para o caso verificado no

item 3.31 desta dissertacao ¢é apresentado no Apéndice C.

2.3.4 Solucdes praticas para placas finas

Conforme comentado anteriormente, as solugdes analiticas para placas sdo complicadas e
demandam muito trabalho. Sendo assim, alguns autores como Timoshenko e Krieger (1959)
fornecem solugdes para 0s principais casos praticos de placas em forma de tabelas, que sdo elaboradas
em funcdo das condi¢des de contorno e das dimensdes laterais da placa. A Fig. 2.12 apresenta a tabela
para 0 caso de placa com carregamento transversal uniforme e condi¢cdes de contorno de bordas
simplesmente apoiadas, os demais casos de condi¢fes de contorno e carregamento podem ser
encontrados na bibliografia de Timoshenko e Krieger (1959).



wmll
qai (Mz}MII (le] max (Qi)nﬂ.x {Qﬁ)mﬂ! (V-T)ﬂ'lll {Vﬂ]mix R
bla | =a | =pga® | =pga’| =1ga | = viga| =dga | = &ga| = nga’
@ B B ¥ 71 & & n
1.0 | 0.00406 | 0.0479 | 0.0479 | 0.338 0.338 0.420 0.420 0.065
1.1 | 0.00485 | 0.0554 | 0.0493 | 0.360 0.347 0.440 0.440 0.070
1.2 1 0.00564 | 0.0627 | 0.0501 | 0.380 0.353 0.455 0.453 0.074
1.3 | 0.00638 | 0.0694 | 0.0503 | 0.397 0.357 0.468 0.464 0.079
1.4 | 0.00705 | 0.07556 | 0.0502 | 0.411 0.361 0.478 0.471 0.083
1.5 | 0.00772 | 0.0812 | 0.0498 | 0.424 0.363 0.486 0.480 0.085
1.6 | 0.00830 | 0.0862 | 0.0492 | 0.435 0.365 0.491 0.485 0.086
1.7 | 0.00883 | 0.0908 | 0.0486 | 0.444 0.367 0.496 0.488 0.088
1.8 | 0.00931 | 0.0948 | 0.0479 | 0.452 0.368 0.499 0.491 0.090
1.9 | 0.00974 | 0.0985 | 0.0471 | 0.459 0.369 0.502 0.494 0.091
2.0 | 0.01013 | 0.1017 | 0.0464 | 0.465 0.370 0.503 0.496 0.092
3.0 |]0.01223 | 0.1189 | 0.0406 | 0.493 0.372 0.505 0.498 0G.093
4.0 | 0.01282 | 0.1235 | 0.0384 | 0.498 0.372 0.502 0.500 0.004
5.0 | 0.01297 | 0.1246 | 0.0375 | 0.500 0.372 0.501 0.500 0.095
w0 0.01302 | 0.1250 | 0.0375 | 0.500 0.372 0.500 0.500 0.095
¥
Y ¥ 3 L F Y ¥ q
A b 1A
A
alod
1
0 ﬁ %
ol
1
¥
I
(—————— 0----- |
y

Figura 2.12 - Solucdo pratica para placas simplesmente apoiadas
(Fonte: TIMOSHENKO E KRIEGER, 1959)
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2.4 Teoria de placas com enrijecedores

As placas enrijecidas sdo compostas por enrijecedores normalmente ortogonais entre si e
dispostos no sentido longitudinal e/ou transversal ao plano da placa conferindo maior rigidez ao
conjunto. A associagdo entre placa e enrijecedores faz com que esses componentes estruturais
combinem leveza e capacidade de carga, tornando-os altamente aplicaveis em diversas estruturas de

engenharia, principalmente em estruturas navais onde sao fundamentais. Segundo Salomon (2000) as
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principais abordagens para a solugdo de placas enrijecidas dividem-se em: modelo de placa
ortotropica, modelo de grelha e sistemas placa-enrijecedor.

O modelo de placa ortotrépica considera a substituicdo de uma placa enrijecida por uma placa
sem enrijecedores com propriedades ortotropicas em duas dire¢Ges ortogonais. De acordo com Szilard
(2004), de modo semelhante a teoria de placas finas de Kirchhoff, ao invés de apenas duas constantes
elasticas (E e v) o modelo de placa ortotropica assume quatro constantes, sendo £, e £, os mddulos
de elasticidade nas diregcdes x e y, assim como v, e v, sdo os coeficientes de Poisson relativos a
condicdo ortotropica, ou seja, ndo estdo relacionadas com as propriedades do material e sim
correspondem a configuracdo geométrica do sistema estrutural. Sendo assim, para descrever as

relacOes entre tensdo-deformacdo ortotrdpicas, tém-se:

_ O Iy
& = E_x - VyE—,y (2.73)
__ %
“TE  "E (2.74)
_ T
aen (2.75)

onde G,, € 0o modulo de cisalhamento expresso em funcdo de £, e E, e pode ser escrito da seguinte
forma:

_ VE E, _ E
- 2(1 + /v vy) - 2(1 + /v vy) (2.78)

Solucionando as Egs. (2.73), (2,74) e (2,75) em funcdo de o, o, € 7 as seguintes equagdes que

Gy

representam as relagdes tensdo-deformacéo para condicdo ortotrdpica de placas:

Ex

E

_ y
YTIo Ve Vy CRAY (2.80)
v = Gyy (2.81)

Expressando as Eq. (2.79), (2.80) e (2.81) em termos da deflex&o transversal w e realizando o
processo de integracdo anadlogo as Egs. (2.25), (2.26) e (2.27) ¢é possivel obter as equacdes que

representam os momentos:
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_ o w N o*w
M= B \ae T 0y? (2.82)
_(Fw  Pw
my =Dy\ 7 T vga (2.83)
o*w
Myy = —2D, 7 5y (2.84)

onde D, e D, representam a rigidez flexural da placa ortotropica nas direcGes x e y, bem como, D,
representa a rigidez a tor¢do, conforme apresentado abaixo:

E.n
D=1 - Vevy) (2.85)
5 EN°
Y = 12(1-vm) V) (2.86)
h3
D =Gy13 (2.87)

Por fim substituindo as Eqgs. (2.82), (2.82) e (2.57) na Eq. (2.8), é possivel obter a equacéo
governante para placas ortotrdpicas, também conhecida como equacao de Huber, o qual idealizou a

teoria:

dwxy) dwxy) a W) _
o T 2B ox? Oy? ot Px)) (2.88)

onde B é a rigidez torcional efetiva, dada pela seguinte equacao:

1
B = 5 (Vny + Vny + 4Dt) (289)

Uma segunda abordagem para o problema de placas ortotrépicas trata do modelo de grelha.
De acordo com Salomon (2000) esse modelo idealiza a placa enrijecida como uma grelha que supde
uma largura efetiva com variagéo de 50% a 80% do espagamento entre os enrijecedores (ver Fig.2.13).
A largura efetiva é utilizada em conjunto com o enrijecedor para os célculos das rigidezes de flexdo
e torcdo, bem como os momentos de inércia nas diregdes transversal e horizontal. Esse modelo de
analise normalmente conduz a erros de 5% para as deflexdes, podendo eventualmente atingir a ordem
de 10%.
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Figura 2.13 - Placa ortotrépica

Por fim, uma terceira abordagem para placas enrijecidas considera o sistema estrutural como
uma placa devidamente conectada ao enrijecedor, representando a verdadeira natureza do problema,
ou pelo menos aproximando-se 0 méximo possivel dela. Entretanto as implicacbes matematicas
relativas a esse tipo de abordagem sdo de dificil solugdo analitica. O surgimento dos computadores
digitais e possibilidade de reproduzir modelos numéricos com maior precisdo motivou a aplicacao
desta metodologia. Entre os métodos numéricos mais utilizados destaca-se o MEF, como uma

ferramenta capaz de reproduzir modelos numeéricos de maneira bastante precisa (SOLOMON, 2000).
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3 MODELAGEM COMPUTACIONAL

O surgimento da computacdo de alta performance trouxe grandes avangos para a engenharia
e a ciéncia moderna. Fendmenos de dificil solu¢cdo matematica hoje séo reproduziveis através de
modelos computacionais. Em carater multidisciplinar, a modelagem computacional é aplicavel em
diversas areas: ciéncias exatas, biolégicas, humanas, ambientais, sendo amplamente aplicavel em
engenharia.

Segundo Steinhauser (2008), a simulagdo computacional tornou-se uma ferramenta
indispensavel, tanto para os cientistas, quanto para 0s engenheiros, permitindo testar hipdteses e
extrapolar resultados obtidos, 0 que muitas vezes é inviavel de ser realizado em laboratério, do ponto
de vista de custo e seguranca.

Paralelamente ao avan¢o computacional, engenheiros, cientistas e matematicos tém evoluido
a aplicacdo de métodos numéricos para a solucdo de sistemas regidos por equagdes complexas. O
Método das Diferencas Finitas (MDF) e o0 Método dos Elementos Finitos (MEF), por exemplo, estdo
disponiveis em softwares comerciais e sdo utilizados em diversas aplicagfes industriais para
desenvolvimento e otimizagdo do processamento e transformacdo de materiais (RAPPAZ et al.,
2008).

Em andlise estrutural, as equacdes diferenciais que descrevem o comportamento de placas
com e sem enrijecedores sdo de dificil solucdo analitica, sendo limitadas a placas homogéneas com
geometria e condicbes de contorno simplificadas. Dessa forma, faz-se necessario a utilizacdo de
técnicas capazes de lidar com geometrias complexas, por exemplo placas enrijecidas, assim como,
diferentes condi¢bes de contorno de carregamento. Os métodos numéricos cumprem esse papel,
fornecendo solucdes aproximadas com alto nivel de precisao, para esses problemas de dificil solugédo
matematica (SZILARD, 2004).

Dentre 0s métodos numeéricos existentes, o MEF destaca-se quando o assunto é

comportamento mecanicos de estruturas. Sendo assim, nesta dissertacdo analise geométrica de placas

enrijecidas sob flexdo foi realizada utilizando o software ANSYS® Mechanical APDL, baseado no
MEF.

3.1 Meétodo dos Elementos Finitos

Na década de 50 os trabalhos do professor John Argyris do Imperial College de Londres e de
um grupo de engenheiros da empresa de desenvolvimento de aeronaves Boeing liderados pelo
professor Ray W. Clough, apresentaram o Métodos dos Elementos Finitos (MEF) ao cenario

internacional. Porém, o trabalho de Richard Courant em 1943, sobre o problema de torgédo de Saint-
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Venant foi considerado o pioneiro do método. Entretanto, o estudo ndo teve a devida repercussdo na
época, devido a falta de recursos computacionais para sua implementacao (VAZ, 2011).

Para compreender o comportamento dos sistemas, € proprio da mente humana subdividi-los
em componentes individuais ou elementos, para que assim, partindo do entendimento do
comportamento de cada elemento, seja possivel compreender o comportamento do conjunto (FILHO,
2000).

A decomposic¢do do dominio continuo em um dominio discreto composto por elementos de
tamanho finito é a base do MEF. Os elementos conectam-se entre si por pontos nodais, formando
uma rede de elementos denominada malha (Fig. 3.1). O campo de deslocamentos de cada elemento é
arbitrado em funcéo dos deslocamentos nodais, sendo assim, a interagdo dos componentes de tensao
entre elementos adjacentes é substituida pela interacdo de forcas nodais entre os elementos. Desse
modo, o0 modelo continuo é substituido pelo equilibrio de cada elemento finito, trocando as equacdes
diferenciais por equacdes algébricas em cada elemento (MADENCI E GUVEN, 2006; SORIANO,
2003).

Inicialmente, o MEF foi associado a aplicacdes estruturais, como analise linear de estruturas,
vibracGes livres e forcadas, analise ndo-linear de grandes e pequenas deformacdes, plasticidade,
instabilidade estrutural e etc. Porém, sua aplicacdo vai além da andlise estrutural, podendo ter
aplicacOes generalizadas, tornando-se uma excelente ferramenta em analises fisicas e matematicas,
tais como: transferéncia de calor, escoamento de fluidos, ondas eletromagnéticas e hidrodindmica
(FILHO, 2000).

Elemento Finito

B

Dominio

Pontos Nodais

Y -
Z

Figura 3.1 - Discretizacdo de dominio por elementos finitos
(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

Dependendo das caracteristicas fisicas e geométricas do problema, o dominio pode ser
discretizado em elementos de linha, area e volume (Fig. 3.2). Cada elemento é identificado por um
numero e definido por uma sequéncia de nds globais, normalmente disposta em sentido anti-horario
(MADENCI E GUVEN, 2006).
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triangular retangular quadricular
elementos de drea
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z z z
tetraedro prisma regular prisma irregular
elementos de volume

Figura 3.2 - Tipos de elementos finitos
(Fonte: Adaptada de MADENCI E GUVEN, 2006)

wn

Segundo Szilard (2004) a aplicacdo do MEF deve seguir 0s seguintes passos:

Discretiza¢do do dominio continuo,

Determinacdo das funcdes de interpolacao adequadas,
Formulacéo do elemento,

Aplicacéo dos carregamentos e das condi¢des de contorno,
Montagem do sistema discretizado,

Solucao do sistema de equacdes resultantes, e

N o g s~ w D Pe

Calculo das tensdes resultantes.

De modo geral, 0 MEF requer que a geometria de um sistema continuo seja definida por um
nimero de pontos no espacgo, chamados de nés. Em cada n6 sdo atribuidos um conjunto de graus de
liberdade (deslocamentos, temperatura, tensdes, etc.) que podem variar conforme a base de dados de
entrada do sistema. Os nds conectam-se por elementos que definem as interacbes matematicas dos
graus de liberdade. Sendo assim, todos os elementos sdo combinados para criar um sistema de
equacdes que representa 0 modelo analisado. Por fim, ao solucionar essas equacdes, obtém-se as

informacdes necessarias sobre o seu comportamento (THOMPSON et al., 2017).

3.1.1 Analise linear estatica
Conforme Marinho (2002), o objetivo principal da analise estatica de estruturas é quantificar
a magnitude dos esfor¢os internos e dos deslocamentos que surgem nos sistemas estruturais quando

submetidos a um carregamento arbitrario, desprezando o efeito das forcas de amortecimento e inércia.
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Especificamente para a anélise estatica linear, as ndo-linearidades sdo desconsideradas, por exemplo,
plasticidade, grandes deformacdes e elementos de contato.

De acordo com Madenci e Guven (2006), a analise estatica linear utilizando o MEF, necessita
da montagem de um sistema global de equacdes composto pelas matrizes caracteristicas do elemento

e pelo vetor de forgas:

[K].{u} = {F} (3.1)

onde [K] € a matriz de rigidez global; {u} é o vetor de deslocamentos nodais desconhecidos e {F}
representa o vetor de cargas externas.

Para compreender a montagem do sistema apresentado na Eq. (3.1) é apresentado a seguir o
exemplo adaptado de Okumoto et al. (2009) que trata de um elemento tipo mola unidimensional (Fig.
3.3).

N6 1 k N6 2
Fl F2
—_—> —_—>

B =

Figura 3.3 - Elemento unidimensional tipo mola

Na Fig. 3.3, F; e F, sdo as forcas externas aplicadas ao elemento, os deslocamentos dos nds
sdo 4, e 4,, e a constante elastica da mola é k.

Para montagem da matriz de rigidez do elemento, foram explorados os 2 graus de liberdade
do problema, que sdo os deslocamentos horizontais possiveis em cada um dos noés. Assim, foi
estabelecido um deslocamento unitario em cada um, mantendo o outro fixo, conforme mostra a Fig.
3.4. Dessa forma, f; é a forca necessaria para produzir um deslocamento unitario no no 1, em
contrapartida para manter o sistema em equilibrio surge a forca f,. O mesmo acontece ao aplicar um
deslocamento unitario ao no 2, a forca f, implica o surgimento da forca de equilibrio f;. Essas forgas
sdo representadas pela Eq. (3.2). Uma vez que o deslocamento € unitario u = 1, pode-se considerar
as forgas conforme apresentadas na Eq. (3.3).

fi=f=ku (32)

h=h=k (3.3)
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NO 1 K N6 2 N6 1 K N6 2

Figura 3.4 - (a) Deslocamento unitario do né 1; (b) Deslocamento unitario do né 2

A representacdo da matriz de rigidez fica da seguinte forma:

k —k] (3.4)
—k k

Os coeficientes da primeira coluna da matriz estdo relacionados com o n6 1, enquanto os da

- |

segunda coluna com o no 2.
As forgas externas F; e F, tém relagéo direta com os deslocamentos, conforme mostram as
Egs. (3.5) e (3.6):
Fy =—k(4; — 4y) (3.5)

Fy = k(4; = 44) (3.6)

A matriz de rigidez global do elemento fica da seguinte forma:
[ k —k] {41} _ {Fl} (3.7)
-k k14, F,

3.2 Modelagem computacional com ANSYS®

Os programas de elementos finitos comerciais fornecem uma colecéo extensa de ferramentas
para o projeto, anlise e otimizac&o de sistemas complexos de engenharia. O ANSYS® é um software
comercial de simulagdo numérica desenvolvido pela ANSYS® Inc. Atualmente a empresa oferece
uma grande variedade de produtos de engenharia assistidos por computador, tanto para uso geral,
quanto para demandas especificas, como aplica¢fes em eletrdnicos, maquinas e estruturas offshore.
(THOMPSON et al., 2017).

O ANSYS® Mechanical APDL utilizado nessa dissertacdo, permite que sejam realizadas
analises estruturais estaticas lineares e ndo lineares, dinamicas e de flambagem. Conforme Thompson

etal. (2017) a linguagem do ANSYS® Mechanical APDL (Parametric Design Language) é o recurso
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mais importante do software. Através dela é possivel definir algumas ou todas as partes do modelo
(geometria, propriedades do material, cargas, etc.) como parametros, de tal forma que criar ou
resolver uma nova varia¢do do modelo parametrizado € simples: basta alterar os valores e executar o

modelo novamente.

3.2.1 Elemento SHELL281

O elemento SHELL281 esta disponivel da biblioteca de elementos do ANSYS®, é ideal para
modelagem de placa finas e moderadamente espessas. O elemento possui a versao quadrilatera com
8 nds e a versdo triangular com 6 noés. Cada um dos nés possui 6 graus de liberdade, sendo trés
translacdes nas direcdes X, y e z e trés rotacdes em torno desses mesmos eixos (Fig. 3.5). Esse
elemento usa fungdes de interpolacdo do tipo quadratica e € capaz de realizar anélises de plasticidade,
grandes e pequenas deformacdes. Ainda, cabe ressaltar que o elemento SHELL281 assume que a
tensdo normal ao plano varia linearmente atraves da espessura, assim como, a tensdo de cisalhamento

é considerada constante ao longo da espessura.

Figura 3.5 - Elemento SHELL281
(Fonte: ANSYS, 2012)

3.3 Verificacdo do modelo computacional

Ao utilizar modelos computacionais para reproduzir o comportamento de problemas fisicos
reais faz-se necessario o procedimento de verificacdo do modelo. Esse processo legitima a precisao
do modelo computacional, garantindo que a solucao apresentada seja a mais fiel possivel ao modelo
fisico real. A verificagdo pode ser realizada comparando os resultados do modelo analisado com
solucBes analiticas quando existentes, ou entdo, com outros modelos apresentados em estudos
anteriores.

Nesse estudo, foram reproduzidos através do software ANSYS® modelos de placas com e
sem enrijecedores apresentados em estudos ja publicados, utilizando o elemento SHELL281 na

versdo triangular. A opcdo de utilizar a verséo triangular deve-se ao fato de que as geometrias das
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placas com enrijecedores analisadas nesse estudo séo de natureza complexa, de modo que, ao utilizar
um elemento triangular foi possivel alcancar maior uniformidade na discretizacdo dos modelos
computacionais.

Em cada verificacao foi realizado um teste de convergéncia de malha, onde o tamanho dos
elementos finitos foi reduzido sucessivamente a cada malha analisada, com o intuito de definir a mais
adequada, que conduzisse a um resultado preciso com o menor nimero possivel de elementos na
malha. Conforme explica Troina (2017), para que a malha ndo interfira na magnitude da solucéo
apresentada pelo modelo computacional, um ndmero minimo de elementos finitos deve ser
respeitado, de modo que, o modelo discreto consiga aproximar-se o mais fiel possivel do modelo
continuo.

E importante ressaltar que um nimero insuficiente de elementos finitos pode acarretar em
resultados imprecisos. Em contrapartida, um numero excessivo de elementos finitos pode ser
desnecessario. Pois uma vez atingida a convergéncia de valores, a utilizacdo de malhas refinadas além
deste ponto, torna-se inviavel em funcéo de tempo e custo computacional.

Em cada teste de convergéncia foram adotadas seis malhas (M, M,,Mz, My, M5 e M), sendo
o critério de escolha da discretizacdo que conduz a uma solucdo independente de malha, a menor

diferenca percentual relativa entre malhas sucessivas.

3.3.1 Placa retangular simplesmente apoiada sem enrijecedores

O primeiro modelo verificado consistiu em uma placa retangular sem enrijecedores com
condicdo de contorno de bordas simplesmente apoiadas (Fig. 3.6). O material possui médulo de
elasticidade E = 210 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,3. O carregamento transversal uniforme
aplicado foi de 10 kN/m2.
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Figura 3.6 - Placa sem enrijecedores
Para definir o tamanho adequado dos elementos finitos que compde a malha utilizada para

essa verificacdo, foi realizado um teste de convergéncia de malha utilizando seis configuracdes de
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malhas. Em cada uma delas foi identificado o deslocamento central na placa U,, conforme pode ser
visualizado na Fig. 3.7.

0.6640 IMz M: M Ms M

0.6635
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= 0.6620 % M1
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0.6610 - T T T T 1
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Numero de Elementos Finitos

Figura 3.7 - Teste de convergéncia de malha para placa sem enrijecedores

De acordo com o critério de escolha da malha independente, para esse modelo foi adotada a
malha M, com elementos de 50 mm, a qual ndo apresentou nenhuma diferenca relativa em
comparacdo com a malha posterior. Entretanto, para garantir a precisdo do resultado apresentado,
acrescentou-se um refinamento de 10% a malha independente M,. Sendo assim, a malha final foi
composta por elementos finitos de 45 mm, totalizando 2250 elementos. A Fig. 3.8 apresenta a

configuracdo deformada da placa.

-_— =i L____Jpuil
0 0,664

Figura 3.8 - Configuracdo deformada para placa sem enrijecedores

O resultado obtido nessa verificagdo utilizando o elemento SHELL281 na versdo triangular
foi comparado com os resultados obtidos com a solugéo pratica de Timoshenko e Krieger (1959) (ver
Fig. 2.12), pelo método de Navier (ver Apéndice B), assim como, pela solucdo de energia através do
método de Rayleigh-Ritz (Ver Apéndice C) e com os resultados encontrados por Troina (2017)

utilizando o elemento tridimensional SOLID95 nas versdes tetraédrica e hexaedrica, apresentados na
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Tab. 3.1. Percebe-se que as diferencas percentuais entre as deflexdes centrais sdo menores do que
1%, verificando o modelo.

Tabela 3.1 - Comparacéo de resultados para placa sem enrijecedores

U, (mm) Diferenca (%0)
SHELL281 Triangular 0,664 -
Timoshenko e Krieger (1959) 0,658 0,90
Navier 0,658 0,90
Rayleigh-Ritz 0,669 0,75
Troina (2017) — SOLID95 Tetraédrico 0,663 0,15
Troina (2017) — SOLID95 Hexaédrico 0,662 0,30

3.3.2 Placa retangular com dois enrijecedores ortogonais

O proximo modelo verificado foi uma placa retangular com dois enrijecedores ortogonais
dispostos no centro da placa (Fig. 3.9). Esse modelo foi apresentado nos trabalhos de Rossow e
Ibrahimkhail (1978) e Troina (2017). A carga transversal uniforme aplicada foi de 0,006895 kN/cm?2
e 0 material da placa possui mddulo de elasticidade E = 20.684,27 kN/cm2 com coeficiente de Poisson

de v =0,3 e condi¢édo de contorno de bordas simplesmente apoiadas.
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Figura 3.9 - Placa retangular com dois enrijecedores

Considerando a deflexdo central da placa com enrijecedores e seguindo critério de escolha de
solucdo independente de malha, foi adotada a malha M5 com elementos de 9,525 mm, cuja diferenca
percentual foi de 0,007 % em comparacdo com a malha seguinte (M), com acréscimo de refinamento

de 10% para assegurar uma solug¢do mais precisa. Sendo assim, a malha adotada para essa verificacao
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foi composta por elementos triangulares de 8,572 mm, totalizando 37.940 elementos. O resultado do
teste de convergéncia para 0 modelo em questdo pode ser visualizado na Fig. 3.10.

Percebe-se que diferentemente do que aconteceu com o caso de placa sem enrijecedores
verificado anteriormente, para placas enrijecidas sdo necessarias malhas muito mais refinadas para
atingir um valor de convergéncia satisfatdrio. Isso ocorre devido a complexidade geométrica da placa
com enrijecedores do caso aqui analisado. A configuracdo deformada da placa resultante da malha

independente é apresentada na Fig. 3.11.
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Figura 3.10 - Teste de convergéncia de malha para placa com enrijecedores ortogonais
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Figura 3.11 - Configuracdo deformada para placa com enrijecedores ortogonais

Conforme os resultados apresentados na Tab. 3.2, nota-se uma diferenca significativa entre o
resultado obtido e o resultado apresentado por Rossow e Ibrahimkhail (1978). Isso se justifica
considerando a precisdo do modelo atual, que devido a capacidade computacional disponivel,
possibilita um maior refinamento de malha na discretizagdo do dominio computacional apresentando.
Informagdes detalhadas sobre o trabalho de Rossow e Ibrahimkhail (1978) podem ser obtidas

consultando o artigo referenciado no capitulo 7 (Referéncias Bibliograficas).
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Por sua vez, comparando com o resultado obtido por Troina (2017) que utilizou o elemento
tridimensional SOLID95, nas versdes tetraédrica e hexaédrica, obteve-se uma boa concordancia. Essa
pequena diferenca pode ser explicada devido ao elemento SOLID95 considerar todas as componentes
do estado de tensdes e deformacdes do sélido tridimensional, enquanto o SHELL281, por ser
bidimensional, sofre simplificagdes relativas ao estado plano de tens6es e deformacdes. Sendo assim,

pode-se considerar o modelo proposto como verificado.

Tabela 3.2 - Comparacéo de resultados para placa retangular com enrijecedores ortogonais

U, (mm) Diferenca (%0)
SHELL281 Triangular 0,28090
Rossow e Ibrahimkhail (1978) 0,22450 20,070
Troina (2017) — SOLID95 Tetraédrico 0,27820 0,961
Troina (2017) — SOLID95 Hexaédrico 0,27810 0,996

3.3.3 Placa retangular com um enrijecedor central
A ultima verificacdo analisou uma placa retangular com um enrijecedor longitudinal sujeita a
carga transversal uniforme de 10 kN/m? para diferentes alturas do enrijecedor A, conforme

apresentado na Fig. 3.12, visando avaliar o comportamento de sua deflex&o central.
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Figura 3.12 - Placa retangular com diferentes alturas de enrijecedores

As condicdes de contorno foram de bordas simplesmente apoiadas. O material da placa possui

modulo de elasticidade E = 3,0 x 107 kN/m2 e coeficiente de Poisson v = 0,154.
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Um teste de convergéncia de malha foi realizado para as duas alturas de enrijecedores #;
consideradas para a verificacdo deste modelo, conforme a Fig. 3.13. Para ambos os casos foram
adotadas as malhas M, com elementos de 0,15 m, as quais ndo apresentaram diferenca em relacéo a
malha posterior (Ms). Para os dois casos foi adicionado um aumento de 10% no refinamento da malha
M, para garantir uma margem de precisdo. Dessa forma, para #,= 1,25 m a malha foi composta por
23.020 elementos finitos triangulares e para 4,= 2,00 m a malha totalizou 24.900 elementos finitos
também triangulares.

Os resultados obtidos com o elemento SHELL281 foram comparados com os resultados
apresentados por Silva (2010) e por Troina (2017) utilizando o MEF. Silva (2010) utilizou os
elementos bidimensionais BEAM44 do tipo viga para a modelagem do enrijecedor e SHELL93 para
modelar a placa. Enquanto Troina (2017), fez uso do elemento tridimensional SOLID95 nas versdes
tetraédrica e hexaédrica tanto para o enrijecedor quanto para a placa.

Pode-se observar uma boa concordancia entre os resultados, conforme mostra a Tab. 3.3. As
diferencas quanto aos resultados de Silva (2010) podem ser compreendidas devido ao uso de malhas
pouco refinadas (220 elementos) em comparacdo com as malhas adotadas para os modelos dessa
verificacdo utilizando o elemento SHELL281. Entretanto as diferencas quanto aos resultados de
Troina (2017), conforme explicado no modelo verificado anteriormente, deve-se as simplificacGes
inerentes ao elemento bidimensional SHEEL281 em comparacdo com o elemento tridimensional
SOLID95. Sendo assim pode-se considerar o modelo como verificado. As configuracdes deformadas

das placas com as malhas independentes podem ser observadas na Fig. 3.14.
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Figura 3.13 - Teste de convergéncia de malha: (a) Placa com /,= 1,25 m; (b) Placa com /,= 2,00 m
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Tabela 3.3 - Comparacdo de resultados para placa retangular com um enrijecedor central

U- = 1,651 mm

LR mm
2,202
Figura 3.14 - Configuracdo deformada: (a) Placa com i,= 1,25 m; (b) Placa com A#,= 2,00 m
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U, (mm) Diferenca (%)

SHELL281 Triangular 4,703
h=125m Silva (2010) 4,500 4,30
s Troina (2017) — SOLID95 Tetraedrico 4,690 0,30
Troina (2017) — SOLID95 Hexaédrico 4,690 0,30

SHELL281 Triangular 1,651
h=200m Silva (2010) 1,600 3,10
s Troina (2017) — SOLID95 Tetraédrico 1,670 2,90
Troina (2017) — SOLID95 Hexaédrico 1,670 2,90




58

4 TEORIA CONSTRUTAL

A Teoria Construtal foi proposta por Adrian Bejan, partindo de suas observacGes sobre a
similaridade das estruturas em forma de arvore “treelike structures” existentes na natureza. Segundo
Bejan e Zane (2012) o mundo néo foi formado por acidentes aleatdrios, acaso ou destino, por tras da
grande diversidade existente, esta um fluxo continuo de padrdes previsiveis.

O fenbmeno que gera as formas geométricas que ocorrem na natureza é governado por um
principio fisico, a Lei Construtal. A ideia que fundamenta essa lei diz que tudo que se move € um
sistema de fluxo, seja animado ou inanimado. Todos os sistemas de fluxos geram forma e estrutura
no tempo, a fim de facilitar o movimento em um cenério repleto de resisténcia. As formas que vemos
na natureza ndo resultam do acaso, surgem de maneira natural e espontanea, pois aumentam 0 acesso
ao fluxo no tempo (BEJAN E ZANE, 2012).

Cientificamente, Bejan e Zane (2012) definem a Lei Construtal como:

“Para que um sistema de fluxo de tamanho finito persista no tempo (para sobreviver), sua

configuragdo deve evoluir de modo a facilitar o acesso as correntes que fluem através dele.”

De acordo com Bejan e Lorente (2008) a Teoria Construtal é a visdo mental de que a geragéo
das estruturas de fluxo que existem em toda a parte na natureza (bacias hidrograficas, pulmdes,
circulacdo atmosférica, tecidos vascularizados, etc.) pode ser fundamentada com base em um
principio evolucionario de aumento do acesso ao fluxo no tempo. A geometria € resultado do
movimento persistente, da contor¢do e do mecanismo pelo qual o sistema de fluxo alcanca o objetivo
global sob restrices globais. A Fig. 4.1 apresenta a manifestacdo da Lei Construtal em dois sistemas

de fluxos distintos, a esquerda a bacia hidrografica de um rio e a direita um pulm&o humano.

Figura 4.1 - Sistemas de Fluxo
(Fonte: BEJAN E ZANE, 2012)



59

A manifestacdo da Lei Construtal mostra que em um sistema de fluxo, as melhores
configuragdes que conectam um componente aos demais que compde a geometria, normalmente sao
em formas ramificadas, razéo pela qual destacam-se as arquiteturas de fluxo dendriticas. As arvores
sdo sistemas de fluxo com capacidade de fazer conexdes entre pontos discretos e continuos, ou seja,
entre um ponto e uma infinidade de pontos, entre uma area e um ponto, entre um volume e um ponto
e uma curva e um ponto, permitindo que o fluxo emane em qualquer direcéo, por exemplo, volume-
para-ponto e ponto-para-volume (BEJAN E LORENTE, 2008).

Os seres humanos uma vez que fazem parte da natureza, também sdo regidos por essa lei, de
modo que, os sistemas de fluxo que sdo construidos e que interligam pontos ao espago ou pontos a
outros pontos também tendem a ter estruturas ramificadas. Por exemplo, rotas de transporte sdo
sistemas de fluxo utilizados para mover pessoas e mercadorias, esses sistemas possuem calcadas e
vias menores que interligam o fluxo a vias e rodovias maiores. O mundo engenhoso que existe para
permitir a movimentacdo das pessoas com mais facilidade ndo copia a natureza, € uma manifestacao
dela (BEJAN E ZANE, 2012).

O corpo humano também apresenta sistemas de fluxo com arquiteturas ramificadas que sdo
tratadas do ponto de vista da Lei Construtal, como os pulmdes, rins, tecidos vascularizados e o sistema
nervoso (Bejan e Lorente, 2006). A manifestacdo da Lei Construtal, segundo Bejan e Lorente (2013)
une o animado ao inanimado ao longo de uma gama extremamente grande de escalas, que vai desde
a configuracdo de uma arvore até um floco de neve, ou ainda de um animal até a configuracdo
ramificada da bacia de um rio.

A Lei Construtal nem sempre resulta em arquitetura com forma ramificada, Bejan e Zane
(2012) trazem o exemplo de troncos flutuando em um lago ou icebergs no mar, os quais se orientam
perpendicularmente ao vento para facilitar a transferéncia de movimento do corpo de ar para o corpo
de agua. Outro exemplo, é a estrutura dos animais que evoluiram com o intuito de mover sua massa
corporal de modo mais eficiente, ou seja, cobrir maiores distancias por unidade de energia til. Essa
evolucdo inclui o tamanho dos érgdos, o formato dos 0ssos, o ritmo da respiracdo pulmonar, o ritmo
das batidas do coragdo, 0 movimento da cauda, das pernas e das assas batendo.

Além do mais, Bejan e Lorente (2008) ressaltam que estruturas em forma de arvore
(ramificadas) ndo sdo as Unicas descobertas através da Lei Construtal, ela também prevé como
desenvolver espacamentos em diferentes escalas que séo distribuidos de maneira ndo uniforme em
sistemas de fluxo, estruturas de fluxo com mais de um objetivo e ainda estruturas que devem executar
fungdes de suporte mecanico.

Bejan e Zane (2012) explicam que os sistemas de fluxo, embora bem estruturados, nédo

conseguem eliminar as imperfei¢Ges (resisténcias), porém, podem reduzir seu efeito global através
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de uma redistribuicdo eficiente dessas imperfeigdes, 0 que so pode ser alcangado com a configuragao
e reconfiguracdo dos componentes do sistema, tornando-o cada vez menos imperfeito e assim
permitindo maior acesso ao fluxo.

Reis (2006) afirma que a Teoria Construtal € uma ferramenta util para a descricao de sistemas
de fluxo complexos e sua aplicagdo abre possibilidades para pesquisadores de diferentes areas, como
engenharia, ciéncias naturais e sociais. Essa teoria propde ver as arvores e 0 corpo humano como
maquinas sujeitas as restricdes constituidas com o objetivo de obter maxima eficiéncia.

Para a analise de estruturas mecéanicas, a Lei Construtal é aplicada de modo semelhante aos
demais sistemas de fluxo, uma vez que, quando solicitados a um carregamento 0s arranjos mecanicos
funcionam como redes através das quais as tensdes fluem entre seus componentes. A partir desse
principio, a estrutura solida resultante com melhor desempenho é aquela que apresenta menores areas
de concentracdo de tensdes. Esse resultado sO pode ser atingido com a distribuicdo uniforme das
tensdes maximas através do material disponivel, evidenciando que esse principio é decorrente da Lei
Construtal (BEJAN E LORENTE, 2008).

4.1 Meétodo Design Construtal

O método Design Construtal € o modo pelo qual se aplica a Lei Construtal em situacdes
praticas. O método é sobre a geracdo da arquitetura de fluxo e guia o projetista no tempo em direcéo
as arquiteturas que apresentam melhor desempenho para as condicBes de acesso ao fluxo, seja ele,
um fluido, calor ou tensdes (REIS, 2006; BEJAN E LORENTE, 2008).

A base do método Design Construtal segue o principio de restricbes e objetivos. O
desempenho de um sistema é global e carrega consigo restri¢coes que incluem o espaco designado ao
sistema, 0s materiais e componentes disponiveis, faixas limites de temperatura, pressdo ou tenséo.
Uma vez definidas as restricbes e os indicadores de performance do sistema (minimizacdo de
deflexdes), alguns parametros e razfes geométricas sao alterados com o objetivo de avaliar sua
influéncia sobre o indicador de performance. Sendo assim, o projetista reline todos 0os componentes
e otimiza o arranjo, de modo a desenvolver a arquitetura de fluxo que alcance melhor desempenho
(REIS, 2006; DOS SANTOS et al., 2017).

O método do Design Construtal por si s6 ndo € um método de otimizacdo e sim uma
ferramenta para a definigéo do espaco de busca, onde os graus de liberdade s&o manipulados dentro
do conjunto de restri¢cdes na busca por arranjos geométricos que permitam o melhor desempenho
possivel do sistema. Nesta dissertacdo, o método foi aplicado com o intuito de analisar
geometricamente placas metalicas finas enrijecidas submetidas a carregamento transversal uniforme
visando a reducdo das deflexdes centrais e maximas. Dentro do conjunto de restrigdes imposto pelo

volume constante de material e pelas dimensdes da placa foram explorados os graus de liberdade
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referentes a orientacdo de enrijecedores retangulares no plano da placa, o nimero de enrijecedores e
razdo entre sua altura e a espessura. Além disso, foram analisados enrijecedores trapezoidais sob a

variacdo do numero de enrijecedores.

4.2 Método de Busca Exaustiva

Neste estudo, o Design Construtal foi associado a uma técnica de Busca Exaustiva, segundo
Khoury e Harder (2016) esse € um método estocastico util e funcional que por sua simplicidade torna-
0 um bom método para o estudo de analise geométrica. O método de Busca Exaustiva refere-se a
qualquer sequéncia de acOes de busca que analisa sistematicamente solucdes sucessivas até encontrar
uma solucdo aceitavel ou que atinja 0 numero maximo de tentativas predefinido.

Khoury e Harder (2016) acrescentam que embora o método da Busca Exaustiva pare¢a pouco
sofisticado, possibilita a vantagem de estudar qualquer configuracdo geométrica, mesmo as que
possuem comportamento complexo e irregular. Além disso, 0 método ndo faz suposicBes sobre as
geometrias estudadas e ndo requer um ponto de partida especifico. Portanto, a aplicacdo do método

pode realizar uma busca e gerar bons resultados em situacfes de completa auséncia de conhecimento.

4.3 Estudo de Caso | - Enrijecedores Retangulares

Um estudo realizado por Ramaswamy (1999) teve como objetivo investigar diferentes
arranjos geomeétricos de placas enrijecidas sobre a influéncia de vibracdes e de flambagem utilizando
o0 MEF. Dentre arranjos de placas analisadas no estudo, aquelas com enrijecedores orientados em 45°
mostraram resultados promissores. Dessa forma, surge a oportunidade de investigar o comportamento
mecanico desse tipo de arranjo geométrico de placas sobre a influéncia de outros fenbmenos
estruturais. Sendo assim, este estudo de caso destinou-se a estudar o comportamento mecanico de
placas em relacdo a deflexdo sob diferentes orientac6es de enrijecedores retangulares.

Para a aplicacdo do método Design Construtal no primeiro estudo de caso desta dissertacéo,
uma placa sem enrijecedores com comprimento a, largura b e espessura t foi tomada como referéncia
(Fig.4.2). A partir desta, mantendo o volume de material total constante como principal restricdo do
método Design Construtal, diferentes porcentagens de material desta placa foram convertidas em
enrijecedores através da fracdo volumétrica ¢, a qual representa a razdo entre o volume de material
dos enrijecedores e o volume de material da placa de referéncia. As dimensfes a e b da placa de
referéncia também foram mantidas constantes nas placas com enrijecedores, sendo também adotadas

como restrigdes durante a aplicacdo do método Design Construtal.
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a

Figura 4.2 - Placa de Referéncia

Foram considerados os valores de ¢ = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; e 0,5, ou seja, 10%, 20%, 30%, 40%
e 50% do volume de material da placa de referéncia transformado em enrijecedores, respectivamente.

A cada novo valor de ¢, um novo valor de espessura de placa ¢, vigora, visto que, a parcela de material

convertida em enrijecedores foi integralmente deduzida da espessura da placa de referéncia t. Cabe
ainda destacar que a fracdo volumétrica ¢, embora seja uma restricdo imposta pelo método Design
Construtal, por ter uma caracteristica varidvel permite também avaliar sua influéncia no
comportamento mecanico da estrutura.

Quanto aos enrijecedores, foram considerados dois casos relacionados a orientagéo:
orientados em 0° (ndo inclinados, sendo posicionados nas dire¢fes longitudinal e transversal em
relacdo as bordas da placa), conforme a Eq. (4.1), e orientados em 45° (inclinados em relagdo as
bordas da placa) de acordo com a Eq. (4.2). Em cada caso, foram configurados diferentes arranjos
geométricos de placas enrijecidas com diferentes nimeros de enrijecedores em cada direcdo do plano
da placa, seguindo o sistema de coordenadas X, y e z para enrijecedores ndo inclinados e x’, y’ e z’

para placas com enrijecedores inclinados.

Vs nsx( ahsts) + nsy[(b - nsxts)hsts]

— s 4.1
¢ V. abt (4.1)
v, Zzzl [(dy + dy + ds...d)hyt,] — (nihit?) (4.2)
¢ = — =
V. abt

onde ¥ é o volume de material dos enrijecedores; ¥, € o volume de material da placa de referéncia;
0 comprimento, a largura e a espessura da placa de referéncia séo respectivamente a = 2000 mm, b
=1000 mm et =20 mm; A, e ¢, Sdo a altura e a espessura dos enrijecedores, comum para todas as
placas configuradas. Cabe enfatizar que exclusivamente para os arranjos geométricos formados com
enrijecedores inclinados, os parametros [d,,d,, d,...d,], representam o comprimento dos

enrijecedores, sendo n o numero total e n;,, 0 nUmero de intersecdes, respectivamente.
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Para representar cada arranjo geométrico, adotou-se 0 seguinte formato:
P(nsx ,nsy) e P'(nyny,), para placas com enrijecedores orientados em 0° e enrijecedores orientados
em 45°, respectivamente, sendo n,, € n,, 0s nimeros de enrijecedores nas dire¢des x e y, assim como,
Ny € ng, representam o numero de enrijecedores nas dire¢des x e y . Logo, as Figs. 4.3 e 4.4 mostram

as placas P(3,3) e P’(3,2).

Figura 4.4 - Placa P'(3,2)

A distribuicdo dos enrijecedores foi realizada de modo que todos fossem equidistantes. Para

as placas com enrijecedores ndo inclinados, os enrijecedores na direcdo x (chamados de longitudinais)
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foram distribuidos em relacdo a largura b e os enrijecedores na direcdo y (chamados de transversais)
em relacdo ao comprimento a. Entretanto para as placas com enrijecedores orientados em 45° a
distribuicdo dos enrijecedores para as duas direcdes x’ e y’ foi realizada com base nas diagonais da
placa.

Considerando o volume de material total constante como restrigdo global do problema, foram
explorados dentro de cada pardmetro ¢ os graus de liberdade relacionados a orientagcdo de 0° e 45°
dos enrijecedores, assim como, 0 numero de enrijecedores para cada orientacdo, e ainda, a razdo entre
a altura e espessura 4,/t;. O nimero de enrijecedores variou de 2 até 6 em cada diregédo (x, y e X’, y’)
e a razdo hlt, € consequéncia de cada altura 4, , formadas através das Eqgs. (4.1) e (4.2) ao serem
estabelecidas diferentes espessuras de enrijecedores ¢, as quais estdo definidas de acordo com
espessuras de chapas comerciais.

Ainda, tomou-se o cuidado para que a comparacao dos resultados fosse sempre realizada entre
placas equivalentes, ou seja, placas com 0 mesmo nimero e espessura de enrijecedores, porém cada
uma com a sua respectiva orientagdo de enrijecedores. Por exemplo, a placa P(4,3) sempre seré
comparada com a placa P’(4,3), onde as mesmas tem o mesmo numero de enrijecedores em cada
direcdo e a mesma espessura de enrijecedor, sendo a orientacdo o fator diferencial. Dessa forma foi
possivel analisar o quanto a orientacdo influi no comportamento.

Cabe ressaltar que, como em Troina (2017), a altura dos enrijecedores /4, foi limitada em 300
mm, para evitar despropor¢ao excessiva em comparagdo com o comprimento das bordas da placa. Do
mesmo modo, as razdes A /t, menores do que 1 foram desconsideradas, evitando que as espessuras
fossem maiores do que as alturas dos enrijecedores.

Para facilitar a organizacdo e compreensdo dos resultados, abaixo é apresentado um quadro
com o0s parametros considerados, assim como, a Fig.4.5 mostra um fluxograma de todos os passos de
aplicacdo do método design construtal para o caso de enrijecedores retangulares. Além do mais, a

Fig. 4.6 mostra os arranjos geométricos de placas analisados divididos em grupos.

Parémetros Condicéo
¢ Razao volumétrica Variavel de 0,1 até 0,5
a Comprimento das placas Fixado em 2000 mm
b Largura das placas Fixado em 1000 mm
t Espessura das placas Variavel para cada diferente valor de ¢
v, Volume de material da placa de referéncia Fixado em 40.000x103 mm3
vV, Volume de material dos enrijecedores Variavel para cada diferente valor de ¢

Numero de enrijecedores nas direcdes x e y
v (orientados em 0°)
Numero de enrijecedores nas diregdes x’ e y’

Variavel de 2 até 6 em cada uma das dire¢des

Rgyr € Mgy . Variavel de 2 até 6 em cada uma das direcGes
v (orientados em 45°) ¢
t Espessura dos enrijecedores Variavel de acordo com valores comerciais
h Altura dos enrijecedores Variavel para cada diferente valor de ¢,

Variavel de acordo com o niimero de

d,, d,,ds,d, Comprimento dos enrijecedores orientados em 45° "
enrijecedores.




Placas enrijecidas de ago com

[ Passol: Definicdo do sistema de fluxo ]

\4

Passo 2: Definicdo das condicbes de

enrijecedores retangulares orientados

em 0° e 45°,
. J

(. Condigdo de Contorno: bordas )
simplesmente apoiadas;
- Carregamento transversal uniforme:

contorno, carregamento e propriedades do
material.

\4

Passo 3: Definicdo indicador de
performance

problema

A 4
[ Passo 5: Definigdo dos graus de liberdade ]7

10 kN/m2.
- Propriedades do material: E = 200

- Volume de material constante;
Y - Razdo volumétrica ¢;
[ Passo 4: Definicao das restri¢ces do - Comprimento e largura da placa;

\_GPaev=0,3. )
~

Minimizar a deflexdo central e maxima.
J

- Comprimento dos enrijecedores
limitados pelas dimensdes do plano da
placa.

K Orientagdo dos enrijecedoresem 0° e 45";\
- ng, € ng, - Namero de enrijecedores nas
direcdes x e y (orientagdo em 0°);

- ng € ngy, - Numero de enrijecedores nas
direcOes x’ e y’ (orientagdo em 45°);

y

- h/t;: Razdo entre a altura e a espessura

Qos enrijecedores. /

( 3 z -
Solugdo  numérica aplicando o

Passo 6: Solucéao

\ 4

elemento finito bidimensional

| SHELL28L. )

é Identificacdo dos arranjos geométricos\
que apresentaram melhor desempenho de
acordo com o indicador de performance

Passo 7: Otimizacdo

através da aplicacdo do método de Busca

\_ Exaustiva. )

Figura 4.5 - Fluxograma de aplicagdo do método Design Construtal para enrijecedores

retangulares
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~ nsy=nsy’=2 H hs/1s ] (hs/ts ] ...
—{ nsy=my’=3H hs/1s ] [ hs/ts ]
— nsx=nsx’=2 | nsy=nsy=4 H_hs/ts | hs/ts ] ..

GRUPO A H nsy=nsy=S H hs/ts ) _ ((hs/ts ] ..
—[ nsy=my’=6H hs/ts ] [ hs/ts ]
-[ nsy=n5y’=2H hs/ts ] [ hs/ts ]
— nsy=nsy'=3 H_hs/1s ] As/ts ) ...
— msx=nsx’=3 - nsy=nsy'=4H hs/1s ) .. (hs/ts )

GRUPO B  H ny=nsy’=SH hs/ts ) [ hs/ts ] ..
= | my=my’=6H hs/1s ] (hs/ts ] ...
nsy=nsy'=2H hs/is ) . (hs/ts )
H nsy=nsy=3H hs/is ] (hs/ts ] ...
Unnsx=nse =4 FH_nsy=nsy =B hs/1s ) . (hs/ts ) ..
GRUPO C H asy=nsy'=SH hs/1s ) . (hs/ts ) ..
~nsy=nsy=6H hs/ts ) [ hs/ts ] ...
rLy=nsy =2 hs/is ) ., (Lhs/ts ] ..
H nsy=nsy=3H hs/1s ] ( hs/ts ] ...
—[ Hsx=Hsx’= I——[ nsy=my’=4}—[ f?s/ Is ] [ hs/ Is ]
GRUPO D H nsy=nsy=5H_hs/is ] (As/ts ) ...
—[ nsy=my’=6}—[ hs/1s ] [ hs/ts ]
-[ nsy=my’=2}—[ hs/1s ] [ hs/1s ]
—{ nsy=my’=3}—[ hs/ls ] [ hs/1s ]
—{ nsx=nsx’=6 - _nsy=nsy =4} hs/ts ) _ [ hs/ts ) ..

GRUPOE Hnsy=nsy =0 hs/ts ) _ (hs/ts ) ..
—[ nsy=my’=6}—[ hs/1s ] [ hs/1s ]

[ Orientagdo dos enrijecedores = 0° e 45° ]

Figura 4.6 - Organograma das simulagfes para enrijecedores retangulares

4.4 Estudo de Caso Il - Enrijecedores Trapezoidais

O segundo estudo de caso teve como objetivo analisar a influéncia geométrica de
enrijecedores trapezoidais no comportamento mecanico das placas em relacdo a deflexdo. Para tal, o
estudo foi divido em duas etapas. Na primeira buscou-se descobrir qual a melhor razdo entre as bases
dos enrijecedores trapezoidais c/a e d/b (ver Fig.4.7). Apos, a segunda etapa foi desenvolvida com
base no resultado da primeira, onde foi realizada uma avaliagdo geométrica seguindo o principio do
método Design Construtal.

Sendo assim, para a segunda etapa uma placa sem enrijecedores com comprimento a, largura
b e espessura t foi tomada como referéncia. A partir desta, adotando a fracdo volumétrica ¢ = 0,3

através da Eq.(4.3) para placa com enrijecedores trapezoidais, foram definidos diversos arranjos
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geométricos, variando o nimero de enrijecedores com espessura fixada de ¢, = 19,21 mm, conforme

mostra o organograma apresentado na Fig. 4.6.

N (G P (RN S

abt

(4.3)

¢ Vr

onde ¥ é o volume de material dos enrijecedores; V, é o volume de material da placa de referéncia;
N;, & N, representam o numero de enrijecedores nas direces x e y ; 4, € ¢, 3o a altura e a espessura
dos enrijecedores; ¢ e d correspondem ao comprimento da bases menores dos enrijecedores
trapezoidais nas direcdes x ey, respectivamente. A placa de referéncia possui as mesmas dimensdes
do Estudo de Caso I, ou seja, a = 2000 mm, b = 1000 mm e t = 20 mm. Cabe ressaltar, que a parcela
de volume excedente de material que ocorre nos cruzamentos entre 0s enrijecedores, denominada
V., TOi subtraida para evitar sobreposicao.

Para as placas com enrijecedores trapezoidais foi adotado o formato PT(nsx ,nsy), sendo n, e
ny, 0s nimeros de enrijecedores nas diregdes x e y, respectivamente. Logo a Fig. 4.7 apresenta a placa
P(3,3). Além disso, adotando ¢ = 0,3 a espessura da placa de referéncia t = 20 mm passou a ser ¢,

= 14 mm ap0s a remocao de material para compor os enrijecedores.

Figura 4.7 -Placa P1(3,3)

Logo abaixo é apresentado um quadro mostrando os parametros considerados para o estudo
de caso de enrijecedores trapezoidais, assim como, a Fig. 4.8 apresenta um fluxograma com 0s passos
de aplicacdo no método Design Construtal. Por fim, a Fig. 4.9 mostra todas as simulagdes de placas

consideradas.
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Parametros Condicao
¢ Razdo volumétrica Fixado em 0,3
a Comprimento das placas Fixado em 2000 mm
b Largura das placas Fixado em 1000 mm
c Comprimento da base menor do trapézio na direcéo x Fixado em 1000 mm
d Comprimento da base menor do trapézio na direcdo y Fixado em 500 mm
L Espessura das placas Fixado em 14mm para ¢ = 0,3
v, Volume de material da placa de referéncia Fixado em 40.000x103 mm3
V, Volume de material dos enrijecedores Fixado em 12.000x10% mms3 para ¢ = 0,3
Ngy € R, Nu_mero de enor ljecedores nas diregdes x ey Variavel de 2 até 6 em cada uma das direcdes
’ (orientados em 0°)
£ Espessura dos enrijecedores Fixado em 19,21 mm (valor comercial)
hg Altura dos enrijecedores Variavel para cada para diferentes n,, e n,,

Placas enrijecidas de aco com

[ Passol: Defini¢do do sistema de fluxo enrijecedores trapezoidais orientados em

0°.
A2 (- Condicdo de Contorno: bordas )
( 2. Definicio d P A simplesmente apoiadas;
Passo 2: Definigdo das CONaIGOesS — ae - Carregamento transversal uniforme:
contorno, carregamento e propriedades do 10KN/m2.
material. - Propriedades do material: E = 200
. J B
\Gpa ev=0,3. Y,
\ 4
( ) 4 N\
Passo 3: Célculo do indicador de Minimi deflexd tral o
performance inimizar a deflexdo central e maxima.
. ) \ & S

(" - Volume de material constante; )
- Razéo volumétrica ¢;

- Comprimento e largura da placa;

- Comprimento dos enrijecedores
limitados pelas dimensdes do plano da

\_placa. J

\4

Passo 4: Identificacdo das restricdes do
problema

——/

\ 4

4 . oo
Passo 5: Identificacdo dos graus de liberdade T M €1y Namero de enrijecedores nas
direcbes x e y.
.

A\ 4

. ~ . Solucéo numérica aplicando o elemento
Passo 6: Simulagdo numeérica finito bidimensional SHELL281.

fldentificaqéo dos arranjos geométricos )
que apresentaram melhor desempenho de
Passo 7: Otimizacao acordo com o indicador de performance
através da aplicacdo do método de Busca
KExaustiva. )

Figura 4.8 — Fluxograma de aplicacdo do metodo Design Construtal para enrijecedores trapezoidais
(Etapa II)
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados e discussdes foram divididos em dois topicos referentes aos estudos de caso
analisados nesta dissertagdo. Com isso, espera-se uma maior compreensao dos resultados que serao

apresentados a seguir, uma vez que, cada estudo de caso tem suas peculiaridades.

5.1 Estudo de Caso | — Enrijecedores Retangulares

Todos os arranjos geométricos de placas formadas a partir da placa de referéncia foram
simulados utilizando o elemento finito SHELL281 na versao triangular. Além disso, foi adotado um
carregamento transversal uniforme igual a 10 kKN/m2 com condi¢cdes de contorno de bordas
simplesmente apoiadas, material com modulo de elasticidade E = 200 GPa e coeficiente de Poisson
v=0,3.

5.1.1 Teste de convergéncia de malha para Enrijecedores Retangulares

Para cada ¢ (fracdo volumétrica) foi realizado um teste de convergéncia de malha,
considerando as geometrias de placas com maior numero de enrijecedores P’(6,6) e com maior razao
ht, (ver Fig. 5.2), ou seja, seis enrijecedores em cada dire¢cdo orientados em 45° com menor
espessura e maior altura possivel. O tamanho dos elementos finitos foi reduzido sucessivamente
considerando seis diferentes malhas, conforme apresentado na Tabela 5.1. Lembrando que b = 1000
mm é a menor dimensdo lateral das placas.

Tabela 5.1 - Critério de malha para testes de independéncia

Malhas Taman_h(_J do
Elemento Finito (mm)

M, =b/10 100

M, =M, /2 50

M; =M, /4 25

M, =M, /6 16,67

M; =M,/8 125

Mg =M,/10 10

Com base nos graficos apresentados na Fig. 5.1, 0s quais apresentam os resultados dos testes
de convergéncia de malha, percebe-se que em todos o0s casos a partir da terceira malha M5 houve uma
estabilizacdo dos resultados de deflexdo maxima e central, sendo essa a malha adotada. Entretanto,
com intuito de garantir uma melhor precisdo aos resultados apresentados foi acrescentado um
refinamento de 10%, onde os elementos de 25 mm passaram a ser para 22,5 mm.

A Tabela 5.2 apresenta a composicao final de cada uma das malhas idependentes para cada
valor de ¢. Além do mais, a titulo de observacédo a Fig 5.2 mostra a discretizacdo do dominimio com

a malha independente para a placa P’(6,6) para fragdo volumétrica ¢p = 0,3 com maior razao h,/t,.



Tabela 5.2 - Malhas independentes

Fracdo P’ (6,6) NuUmero total de
Volumétrica ¢ hlt, Elementos Finitos
0,1 97,667 14.480
0,2 195,334 20.335
0,3 293,436 27.760
04 262,053 24.015
05 245,519 22.895
01640 0,03945- (b
a ,03¢ _
. 0,1638+ ( )M3 My Ms Ms| (1\)/[3 M. Ms M
E 0,1636-] i N ° E 0,03930 A . oo
‘5 0,1634 5 0.03915- M:
< 0,1632+ =
? 0.1630 ? 0.03900
N M N M
= 0,1628- = 0,03885
0,1626
T T T 0,03870 T T
0 20000 40000 60000 80000 0 50000 100000 150000
Numero de Elementos Finitos Numero de Elementos Finitos
0.0190 ©
¢ d
€0,0188— ~ 0.01834 ( )‘Ma M4 Ms Ms
= Ms M Ms Ms E
= 0,0186- - * L] = 0,01804
M:
£ oisa | M2 z
g ’ 20,0177
| 0.0182+ =
N M I 0,0174-|
= 0,01801 = M
00171
0,0178 ‘ ‘ . .
0 50000 100000 150000 0 50000 100000 150000
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" @
E 0,0200 M: Mi  Ms Ms
E 0.0192- ¢pr
20,0184
N
=
I 00176+ M
N
= 0,0168
0,0160 ‘ ‘
0 50000 100000 150000

Figura 5.1 - Teste de independéncia de malha: (a) ¢ =0,1; (b) ¢ =0,2; (c) ¢ =0,3; (d) ¢ =0,4; (e)

Numero de Elementos Finitos

¢ =0,5.
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Figura 5.2 - Malha independente para ¢ = 0,3: Placa P’(6,6) com maior razao A/t

5.1.2 Andlise das fracdes volumétricas ¢ = 0,1;0,2;0,4 e 0,5

Devido ao grande numero de resultados gerados nesta dissertacao, considerou-se conveniente
apresentar primeiramente os resultados das fracfes volumétricas ¢ = 0,1;0,2;0,4 e 0,5 contemplando
apenas as placas que apresentaram as menores deflexdes centrais e maximas, permitindo assim, que
algumas observacdes gerais fossem estabelecidas. Os resultados de cada grupo de placas para cada
valor de ¢ sdo mostrados em forma de grafico de colunas na sequéncia das Figs. 5.3 até 5.10, com
excecao dos resultados de ¢ = 0,3 apresentados detalhadamente no subtopico seguinte.

Para estabelecer uma comparacdo mais direta, a sequéncia das Figs. 5.3 até 5.10 mostram as
deflexdes centrais e maximas para cada uma das fracdes volumétricas, respectivamente. Em cada
grafico sdo apresentados os resultados para cada uma das orientacdes de enrijecedores (0° e 45°). O
eixo vertical mostra os valores de deflexdes, enquanto o eixo horizontal apresenta os arranjos de
placas formados, separados em dois niveis. O nivel inferior mostra a quantidade de enrijecedores nas
direcdes x e x’, enquanto o nivel superior mostra as variagdes dos numeros de enrijecedores y e y’.
Aqui vale ressaltar que as placas sdo sempre comparadas entre si de acordo com 0 mesmo nimero de

enrijecedores e espessura, sendo a orientacdo de 0° e 45° a Unica diferenca entre elas.
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Considerando as Figs. 5.3 até 5.10, pode-se observar que & medida que os valores de ¢
aumentaram, as deflexes centrais e maximas tenderam a diminuir. Além disso, notou-se que
comparando as placas com enrijecedores orientados em 0° e 45° as maiores diferencas entre
deflexdes ocorreram para valores de ¢ iguais a 0,1 e 0,2, favoravel as placas com enrijecedores em
45° na maioria dos grupos de placas.

Uma outra observacao interessante mostra que para ¢ = 0,1 as deflexdes maximas ocorrem
sempre no centro das placas, apresentando comportamento similar a uma placa sem enrijecedores, ou
seja, U, = Ui, 0 que pode ser explicado devido a pouca quantidade de material destinada para a
formacéo dos enrijecedores.

Além disso, observando as Figs. 5.7 até 5.10 nota-se uma acentuada deflex&o central e maxima
para as placas P’(2,2). Isso ocorre devido a distribuicdo dos enrijecedores orientados em 45° para este
tipo de arranjo, formando uma grande area ndo enrijecida no centro da placa (ver Fig. 5.11). Isso se
intensifica principalmente para os valores de ¢ iguais a 0,4 e 0,5, onde a espessura da placa € menor,

devido a uma maior parcela de material transferida da espessura para a formacéo dos enrijecedores.

s — S— 10
0 0,2135

Figura 5.11 - Configuracédo deformada para P’(2,2) para ¢ = 0,5 e A /t,= 22,019
Percebe-se também, que as diferencas entre deflexfes, tanto centrais quanto méaximas,
comparando placas com enrijecedores orientados em 0° e 45° s&o menores para os valores de ¢ iguais
a 0,4 e 0,5, com vantagem para as placas com enrijecedores orientados em 45° que apresentam maior

namero de enrijecedores (Grupos C, D e E).
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5.1.3 Andlise da fracdo volumétrica ¢ = 0,3

Este subtopico destina-se a apresentar de maneira detalhada apenas os resultados da fragédo
volumétrica ¢ = 0,3 por ser um valor intermediario entre os valores de ¢ considerados nesta
dissertacdo, permitindo analisar de modo satisfatorio a influéncia dos graus de liberdade considerados
no estudo em relacdo as deflexdes. Os resultados para os demais valores de ¢ estudados, foram
apresentados de modo geral no subtopico anterior, contemplando apenas as placas que apresentaram
melhores resultados. Estes podem também ser observados no Apéndice D de modo detalhado
considerando as deflexdes em funcéo do grau de liberdade #,/z,.

A fracdo volumétrica ¢ representa uma parcela de material removido da espessura da placa
de referéncia e transformada em enrijecedores, ou seja, ao adotar o valor de ¢ = 0,3 entende-se que
30% do material da placa de referéncia foi transformado em enrijecedores. Os enrijecedores foram
estudados em duas orientacdes 0° e 45° e distribuidos segundo o sistema de coordenadas X, y e z para
enrijecedores orientados em 0° (ndo inclinados) e x’, y’ e z’ para enrijecedores em 45° (inclinados).
Lembrando que o formato adotado para diferenciar as duas orientacdes consideradas neste estudo de
caso foi P(nsx,nsy) e P'(ny,ny,), para enrijecedores ndo inclinados e inclinados, respectivamente.
Onde, ny, € ny, 0 representam o numero de enrijecedores na direcdo X e y, assim como, ny, € ny,
representam o nimero de enrijecedores na direcdo x’ ey’ (ver Figs. 4.2 e 4.3).

Os resultados das Figs. 5.12 até 5.16 apresentam de forma gréafica o comportamento das
deflexBes centrais U, e maximas U, €M relacdo ao grau de liberdade 4,/¢, (razdo entre a altura e
espessura dos enrijecedores) para cada grupo de placas, conforme a apresentado na Fig. 4.4.

Primeiramente observou-se nas Figs. 5.12 até 5.16 que transformar parte do material da placa
de referéncia em enrijecedores melhora o comportamento mecanico das placas em relacdo as
deflexdes, em razdo de todos os arranjos geometricos analisados apresentarem valores de deflexao
central e maxima menores do que os valores de deflexdo U, = U,z = 0,697 mm obtidos para a placa
de referéncia. Notou-se também que para todos os casos, seja para enrijecedores orientados em 0° ou
45°, 0 aumento da razdo A,/t, reduziu deflexbes centrais e maximas. Isso se deve ao aumento do
momento de inércia da secdo transversal dos enrijecedores que se torna maior a medida que a razdo

hglt, aumenta, aumentando assim a rigidez da placa como um todo.
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Figura 5.16 - Grupo E - Deflex6es centrais e maximas — (a) e (b) enrijecedores ortogonais as
bordas; (c) e (d) enrijecedores orientados em 45°

Quanto as deflexdes centrais e maximas, foi possivel notar que em algumas configuracoes
geomeétricas seus valores sdo iguais, enquanto em outras sdo diferentes. Isso ocorre devido a
distribuicdo dos enrijecedores. Para as placas com enrijecedores ndo inclinados a distribuicéo foi
realizada em funcdo do comprimento e da largura da placa. Ja para as placas com enrijecedores
orientados em 45°, a distribuicdo foi realizada em funcéo das diagonais da placa. Portanto, sempre
que um enrijecedor cruza o centro da placa a sua deflexdo central € menor do que a maxima.

Para uma analise mais detalhada os melhores resultados (menores deflexdes) de cada arranjo
de placas dentro de cada grupo séo apresentados em forma de grafico de barras conforme a Fig. 5.17.
Dessa forma foi possivel estabelecer um comparativo entre as placas com enrijecedores orientados
em 0° e 45°. Além do mais, a Tabela 5.3 apresenta as configura¢des de placas mais otimizadas, ou
seja, 0s melhores resultados entre os melhores de cada grupo.

Observando os resultados da Fig. 5.17 (a), pode-se perceber que todas as placas do grupo A
com enrijecedores ndo inclinados apresentaram desempenho superior quando comparadas as placas
com enrijecedores orientados em 45°. Na comparacgédo entre as placas com melhores resultados no
grupo em questdo, P(2,5) com A/t, = 59,409 e P’(2,5) com hlt, = 62,891, as diferencas foram de 34%
para a deflexdo central e 40% para a deflexdo maxima.

Porém, ao observar os resultados do grupo B (Fig.5.17 (b)) pode-se perceber um

comportamento distinto entre as deflexBes centrais e maximas. As placas que apresentaram as
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menores deflexdes foram: P(3,3) com AJ/t, = 33,287 e P’(3,3) com h/t, = 42,353. A placa com
enrijecedores orientados em 0° apresentou uma deflex&o central menor em comparacéo com a placa
com enrijecedores orientados em 45°, com uma diferenca de 28%. Porém, quanto a deflexdo maxima
a placa com enrijecedores orientados em 45° mostrou desempenho superior, apresentando uma
diferenca de 29,7% quando comparada com a placa com enrijecedores orientados em 0°.

Com excecdo do grupo A e B, em todos os demais grupos C, D e E as placas com enrijecedores
orientados em 45° apresentaram desempenho superior quando comparadas com as placas com
enrijecedores em 0°, tanto para deflexd@o central quanto para maxima. Cabe observar a magnitude das
diferencas entre as deflexdes a favor das placas com enrijecedores orientados em 45° na comparacao
com as duas orientacdes de enrijecedores 0° e 45°. No grupo C as diferengcas mostram-se mais sutis,
porém, & medida que o nimero de enrijecedores aumentou, tornaram-se mais evidentes, como pode
ser observado nos grupos D e E (Figs. 5.17 (d) e (e)).

No grupo C (Fig. 5.17 (c)), as placas que apresentaram os menores deslocamentos foram:
P(4,5) com hglt, = 41,213 ¢ P’(4,5) com h/t; = 52,577 onde a placa com enrijecedores orientados em
45° apresentou reducdo de 24,6% para deflexdo central e 11,3% para deflexdo méaxima em
comparagdo com a placa com enrijecedores orientados em 0°.

Para o grupo D (Fig. 5.17 (d)), as menores deflexdes registradas foram para as placas P(5,3)
com hglt, = 41,137 ¢ P’(5,3) com A,/t, = 58,129. Na comparacdo, a placa com enrijecedores orientados
em 45° mostrou uma reducdo de 50,2% para a deflexdo central e 34,8% para a deflexdo maxima. No
grupo E (Fig. 5.17 (e)), as menores deflexbes foram para as placas P(6,6) com razdo A4,/t, = 66,348 e
P’(6,6) com A,/t, = 92,275, onde a placa com enrijecedores orientados em 45° conduziu a uma reducéo
de 34,6% para a deflexdo central e de 33,8% para a deflexdo maxima em comparacdo com a placa
com enrijecedores orientados em 0°.

O grupo E apresentou as maiores diferencas relativas entre as deflexdes no comparativo entre
as placas com orientacGes de enrijecedores 0° e 45°. A maior diferenga ocorreu entre as placas P(6,2)
com hglt, = 5,373 ¢ P’(6,2) com A,lt, = 8,094, com um desempenho superior da placa com enrijecedores
orientados em 45°, apresentando uma reducdo na deflexdo central e méaxima igual a 64,8%.
Lembrando que esse resultado ndo foi o melhor encontrado no grupo E, e sim a maior diferenca

percentual entre as deflexdes.
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Figura 5.17 - Melhores resultados - (a) Grupo A; (b) Grupo B; (c) Grupo C; (d) Grupo D; (e) Grupo

E

Tabela 5.3 - Melhores resultado de cada grupo

Grupos Placas hlt, U, (mm)  Upyay (MM)
A P(25)0° 50409 00125 00156
P’ (2,5) 45° 62,391 0,0191 0,0260
B P(33)0° 33,287 0,0252 0,0259
P’ (3,3) 45° 42,353 0,0181 0,0369
C P(4)5)0° 41,213 0,0272 0,0276
P (45)45° 52577 00205 00245
S P(53)0° 41137 00374 00372
P’ (5,3) 45° 59,129 0,0186 0,0244
E P (6,6) 0° 66,348 0,0285 0,0282
P’ (6,6) 45° 92,275 0,0186 0,0186




84

A distribuicdo das deflexdes para as placas que apresentaram os melhores resultados em cada
grupo encontra-se na sequéncia das Figs. 5.18 até 5.22. Convém observar que as placas com
enrijecedores ndo inclinados apresentam um padrédo de deflexdes uniforme (similar ao que ocorre na
placa de referéncia), enquanto as placas com enrijecedores orientados em 45° apresentam um padréo

irregular (na maioria dos casos, formado por deflexdes localizadas).

hylt,= 59,409 hylt.= 62,891

mm

0 0,026
Figura 5.18 - Grupo A - Distribuicéo das deflexdes: (a) P(2,5); (b) P'(2,5)

hlt= 33,287 hlt,= 42,353

mm
0 0,037

Figura 5.19 - Grupo B - Distribuicao das deflexdes: (a) P(3,3); (b) P'(3,3)
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hylt,= 41,213 hylt,= 52,577

()

mm
0 0,0276

Figura 5.20 - Grupo C - Distribuicdo das deflexdes: (a) P(4,5); (b) P'(4,5)

hylt,= 41,137 hylt,= 58,129

mm

0 0,0374
Figura 5.21 - Grupo D - Distribuicéo das deflexdes: (a) P(5,3); (b) P'(5,3)

hylt,= 66,348 hlt,= 92,275

(b)

mm

0 0,0285
Figura 5.22 - Grupo E - Distribuicdo das deflexdes: (a) P(6,6); (b) P'(6,6)
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Por fim, outra importante observacdo indica que um nimero maior de enrijecedores ndo
necessariamente conduz a menores deflex@es, tanto para as placas com enrijecedores ortogonais as
bordas quanto para as placas com enrijecedores orientados em 45°. Isso se deve a restri¢ao de volume
dos enrijecedores imposta pelo método Design Construtal. Uma vez que o volume é mantido
constante, & medida que o nimero de enrijecedores aumenta, suas alturas tornam-se menores,

reduzindo o momento de inércia da secdo transversal e, por consequéncia, a rigidez da placa.

5.2 Estudo de Caso Il — Enrijecedores Trapezoidais
De modo analogo ao estudo de caso anterior, todas as placas simuladas sdo de aco com modulo
de elasticidade E = 200 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,3. As condic¢des de contorno foram de

bordas simplesmente apoiadas com carregamento transversal uniforme igual 10 KN/mz2, considerando

¢ =0,3.

5.2.1 Enrijecedores Trapezoidais - Etapa |

A primeira etapa destinou-se a encontrar qual a melhor razdo entre as bases dos enrijecedores
trapezoidais. Para isso, a placa com trés enrijecedores trapezoidais em cada direcdo Py(3,3) foi
adotada. Uma vez definida a placa, os graus de liberdade que relacionam as bases dos enrijecedores
c/a e d/b foram variados de 1 até 0,1 com incremento de 0,1. O valor da espessura dos enrijecedores
foi mantido constante, sendo adotado z, = 19,21 mm. Do mesmo modo o volume total de material da
placa, sua largura a = 2000 mm e comprimento b = 1000 mm sdo preservados em relacdo a placa de

referéncia

Teste de convergéncia de malha para etapa |
Previamente, foi realizado um teste de independéncia de malha para definir o tamanho dos
elementos finitos que seriam utilizados nas simulagdes, conforme mostra a Fig. 5.23. Para tal, foi

escolhido o arranjo geométrico com maior nimero de enrijecedores e maior altura 4, = 128,86 mm,

formados pela razédo c/a e d/b igual a 0,1.
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0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
Nimero de Elementos Finitos

Figura 5.23 - Teste de convergéncia de malha para Etapa |
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Seguindo 0 mesmo critério apresentado na Tab. 5.1 no estudo de caso anterior, foram adotadas
seis malhas, as quais sofreram refinamentos sucessivos até encontrar um valor de convergéncia,
conforme mostra a Fig. 5.23. A malha M; com elemento finito de 25 mm foi adotada, com um
acréscimo de 10% no refinamento para assegurar uma melhor precisdo. Sendo assim, a malha final
foi por elementos de 22,5 mm, totalizando 11.505 elementos (ver Fig. 5.24).
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Figura 5.24 - Malha independente: Placa P(3,3) razéo c/a e d/b igual a 0,1
Analise dos resultados para etapa |

A analise das placas com enrijecedores comecou estabelecendo relacbes c/a e d/b iguais a 1,
sendo reduzidas até o valor de 0,1. Isso significa que os enrijecedores iniciaram com geometria
retangular, e a medida que as relagdes c/a e d/b foram diminuindo a geometria dos enrijecedores
adquiriu a forma trapezoidal. A cada nova geometria para os enrijecedores os valores de deflexao
central e maxima foram obtidos numericamente. Estes resultados estdo apresentados na Fig. 5.25,

assim como as configuracdes deformadas para as razées c/a e d/b iguais a 0,1, 0,5 e 1 sdo apresentadas
na Fig. 5.26.

I T T T T T T T
o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
Razioc/aed®

Figura 5.25 - Resultados da etapa |
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Figura 5.26 - Configuracdes deformadas: (a) c/ae d/b= 0,1; (b)c/aed/b= 0,5;(c)c/aed/b= 1.

Os resultados apontaram uma reducéo significativa da deflexdo com a diminui¢do da razéo
entre as bases dos enrijecedores trapezoidais, uma vez que, a0 manter-se o volume de material
constante, a diminuigéo da razdo entre as bases causa aumento da altura, influenciando no momento
de inércia dos reforcos. Porém, nota-se que apds a razdo c/a e d/b atingir o valor igual a 0,5 as
deflexdes aumentam. Portanto, um valor intermediario para a razdo c/a e d/b conduz a melhores

resultados quanto as deflexdes.

5.2.2 Enrijecedores Trapezoidais - Etapa Il

Com base nos resultados apresentados na Etapa |, definiu-se que a base menor dos
enrijecedores trapezoidais terd metade do comprimento maior. Sendo assim, considerou-se a base
maior ¢ = 1000 mm e a base menor d = 500 mm. As demais dimensdes foram as mesmas consideradas
na Etapa I, com comprimento a = 2000 mm, largura b = 1000 mm e espessura dos enrijecedores ¢, =
19,21 mm.

Teste de convergéncia de malha para etapa |1

Novamente, considerando o critério de refinamento de malha apresentado na Tab. 5.1 foi
realizado um teste de independéncia adotando a geometria de placa com enrijecedores trapezoidais
mais complexa, P(6,6) com altura z, = 48,075 mm. Conforme Fig. 5.27, nota-se que a partir da
malha M; com elementos de tamanho 25 mm (ver Fig. 5.28) os valores de deflexdo mantiveram-se
constantes, sendo essa a malha independente, a qual sofreu um refinamento adicional de 10% para
garantir uma margem de precisdo. Dessa forma a malha final foi configurada por elementos de 22,5
mm, totalizando 12.475 elementos finitos.
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Figura 5.27 - Teste de convergéncia de malha para Etapa Il

Figura 5.28 - Malha independente: Placa P(6,6) com i, = 48,075

Analise dos resultados para etapa Il

Os resultados para as deflexdes centrais U, e maximas U,y Sa0 apresentados em forma de
grafico de colunas na sequéncia das Figs. 5.29 até 5.33. Dessa forma, foi possivel analisar o
comportamento das placas com enrijecedores trapezoidais em relacdo as respectivas placas com
enrijecedores retangulares orientados em 0°, ou seja, aquelas com mesmo ndmero de enrijecedores e
espessura ¢, = 19,21 mm (analisadas no Estudo de Caso I). Cabe destacar que os enrijecedores

trapezoidais foram sempre considerados nas dire¢@es longitudinal e transversal as bordas da placa,
ou seja, também orientados em 0°.
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Figura 5.29 - Grupo A: Comparacéo de resultados para enrijecedores trapezoidais
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Figura 5.30 - Grupo B: Comparacéo de resultados para enrijecedores trapezoidais
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Figura 5.31 - Grupo C: Comparacéo de resultados para enrijecedores trapezoidais
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Figura 5.32 - Grupo D: Comparacdo de resultados para enrijecedores trapezoidais
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Figura 5.33 - Grupo E: Comparacao de resultados para enrijecedores trapezoidais

Como primeira observacdo baseada nas Figs. 5.29 até 5.33, percebe-se uma melhora
significativa do comportamento mecanico em relacdo as deflexdes comparando a placa de referéncia
com o melhor resultado de placa com enrijecedores trapezoidais P(2,3), atingindo uma reducgéo de
91,57 % para a deflexdo central e 90,9% para deflexdo maxima.

Foi possivel notar também que todos os resultados de placas com enrijecedores trapezoidais
foram melhores quando comparados com os enrijecedores retangulares orientados em 0°. Entretanto,
comparando as placas com enrijecedores trapezoidais com as placas com enrijecedores retangulares
orientados em 45° os resultados foram superiores apenas para os arranjos do grupo A e do grupo B.

Comparando a placa Pr(2,3), que apresentou melhor resultado, com a respectiva placa com
enrijecedores retangulares orientados em 0° P(2,3), tem-se uma reducdo a favor da placa com
enrijecedores trapezoidais na ordem de 24,13% para a deflexdo central e 21,36% para a deflexdo
méxima. Contudo, ao comparar a placa P1(2,3) com a placa P’(2,3), a mesma apresentou reducdo de
33,56% para a deflexdo central e 42,1% para a méxima. As configuracfes deformadas das placas com

melhor desempenho podem ser observadas na Fig. 5.34.
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0 0,1095
Figura 5.34 - Configuragdes deformadas: (a) P(2,3) ; (b) P’(2,3) ; (c) P1(2,3).

Tratando-se de diferencas percentuais entre as deflexdes, a maior registrada entre placas com
enrijecedores trapezoidais e placas com enrijecedores retangulares orientados em 0° foram para as
placas P1(5,6) e P(5,6), onde a placa com enrijecedores trapezoidais mostrou reducdo de 33,55% para
deflexdo central e 33,86%. No entanto, no comparativo entre as placas com enrijecedores trapezoidais
e retangulares orientados em 45°, as maiores diferencas percentuais foram a favor dos enrijecedores
retangulares orientados em 45°, onde a placa P’(6,2) em comparag¢do com a placa P(6,2) apresentou
reducdo de 47,75% para deflexdo central e maxima.

Em linhas gerais, percebe-se que os enrijecedores trapezoidais mostram-se superiores quanto
a reducdo das deflexdes quando comparados aos enrijecedores retangulares orientados em 0°, e em

alguns casos quando comparados com os enrijecedores orientados em 45°.
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6 CONCLUSOES

Utilizando modelos computacionais de acordo com o método Design Construtal, foi possivel
realizar uma andlise relacionada as deflexdes em placas retangulares enrijecidas pela variacéo de
diversos parametros geométricos, orientacdo e geometria de enrijecedores, que incluem enrijecedores
retangulares orientados em 0° e 45°, assim como, enrijecedores trapezoidais.

Primeiramente pode-se concluir que transformar uma parcela de material de uma placa nédo
reforgada em enrijecedores melhora, consideravelmente, o0 comportamento mecanico, reduzindo as
deflexdes. Além disso, foi possivel atestar que as deflexdes centrais e maximas nem sempre sdo iguais
devido a distribuicdo dos enrijecedores no plano das placas. Isso ocorre geralmente nos arranjos que
tem pelo menos um enrijecedor cruzando o centro da placa, o que nestes casos, faz com que a deflexao
central seja menor do que a deflexdo maxima.

Além disso, observou-se a expressiva influéncia de A,/t, (razdo entre altura e espessura dos
enrijecedores) na rigidez das placas, tanto para os enrijecedores orientados em 0° (n&o inclinados),
quanto para aqueles com orientagdo em 45° (inclinados), bem como, percebeu-se que um nimero
maior de enrijecedores para ambas as orientaces, ndo necessariamente reduz as deflexdes.

Quanto a orientacdo dos enrijecedores, os resultados mostraram que em grande parte dos
arranjos, orienta-los em 45° pode ser mais vantajoso em comparac¢ao com a orientagdo de 0°, podendo
alcancar redugdes significativas nas deflexdes, principalmente para as fragdes volumétricas ¢ iguais
a0,1, 0,2 e0,3. Por exemplo, as placas P(6,2) com A /t,= 28,331 ¢ P’(6,2) com A,/t, = 42,650 para ¢
= 0,1, onde a placa com enrijecedores orientados em 45° mostrou reducdo de 60,8% na deflexd@o
central e maxima.

Para enrijecedores trapezoidais, concluiu-se que seu melhor desempenho quanto a reducéo
das deflex6es foi quando a base menor dos enrijecedores apresentava metade do comprimento da
base maior. Fundamentado nesse resultado, apés a configuracdo de diversos arranjos, foi possivel
notar que os enrijecedores trapezoidais apresentaram consideravel melhora no comportamento
mecanico das placas, embora haja necessidade de ampliar-se o estudo para obtencdo de respostas
mais conclusivas.

Em comparacdo com os enrijecedores retangulares com orientagdo em 0°, os trapezoidais
mostram-se mais eficazes em todas as simulagdes realizadas atingindo redugfes nas deflexdes
centrais e maximas em alguns casos maiores do que 30%. Entretanto, ao comparar com 0S
enrijecedores orientados em 45°, os enrijecedores trapezoidais mostram-se mais vantajosos em
apenas alguns arranjos.

Portanto, conclui-se que o metodo Design Construtal associado a modelagem computacional

e a técnica de Busca Exaustiva € uma excelente ferramenta para a analise do comportamento
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mecanico de placas. Alem disso, fica notoria a influéncia positiva que a geometria e a orientacdo dos

enrijecedores provoca na rigidez das placas, demostrando a relevancia desse tipo de estudo.

6.1 Proposta de continuidade

Em trabalhos futuros podem ser consideradas as seguintes propostas:

1.

Considerar diferentes fracdes volumétricas ¢, com valores intermediarios aos valores
considerados nesta dissertacdo, bem como, outras condi¢fes de contorno.

Considerar outras orientacdes de enrijecedores retangulares.

Ampliar a analise de enrijecedores trapezoidais aplicando o método Design Construtal,
variando os valores de ¢, assim como, 0 nimero de enrijecedores e os valores de 4/t,.
Analisar a influéncia de enrijecedores trapezoidais em diferentes orientagdes.

Aplicar o método Design Construtal para investigar o comportamento de placas com
enrijecedores com diferentes geometrias de secdo transversal, tais como, perfisem I, T
ou bulbo.

Considerar as propostas acima quanto & influéncia de tensbes provenientes do
carregamento transversal uniforme.

Realizar analise ndo-linear, visando determinar a tensdo Gltima, envolvendo alguma das

propostas acima.

6.2 Producéo Intelectual

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho alguns resultados foram publicados em

diferentes formatos, conforme apresentado abaixo:

6.2.1 Publicacédo em periddicos

1.

Método design construtal aplicado a avaliacdo geométrica de placas retangulares com
enrijecedores inclinados submetidas a carregamento transversal uniforme. Revista de
Tecnologia de Ourinho (RETEC), v.11, p. 51-64, 2018.

Constructal design applied to geometrical evaluation of rectangular plates with inclined
stiffeners subjected to uniform transverse load. Research on Engineering Structures
and Materials (RESM), 2019, (aceito para publicagéo).

6.2.2 Trabalhos completos em anais de congressos

1.

Modelagem computacional e método design construtal aplicados a avaliagdo geométrica
de placas retangulares submetidas a carregamento transversal uniforme com

enrijecedores trapezoidais. XXI Encontro Nacional de Modelagem Computacional e



95

IX Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais, 2018, Bulzios - RJ.
http://www.essentiaeditora.iff.edu.br/index.php/enmc-ectm/issue/view/229

2. Método design construtal aplicado a avaliacdo geométrica de placas retangulares com
enrijecedores inclinados submetidos a carregamento transversal uniforme. VIII
Seminario e Workshop em Engenharia Oceénica e VIII Conferéncia Sul em
Modelagem Computacional, 2018, Rio Grande - RS.
https://mcsulsemengo2018.weebly.com/publicaccedilatildeo-dos-trabalhos

aceitos.html

6.2.3 Resumos expandidos em anais de congressos

1. Constructal design applied to the geometric evaluation of steel plates subjected to uniform
transverse load with rectangular and trapezoidal stiffeners. Constructal Law & Second
Law Conference, 2019, Porto Alegre — RS.
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APENDICE A — Tabela de expanso de cargas transversais pz (X,y) em série
trgonométrica dupla

Coeficientes de expansao

16pg
Pon = T
Temn
para m.n=1,3,5,...

Spocosmm

Pmn — )
T mn
para m,n=1,2,3,...
16py . mm& | nmp
Pun=——s sin
Temn b
. mmrc . nnd
X sin sin
2a 2b
para m,n =1,2,3,...

4P . mn& . nmp

Py, = — sin sin
e ab a b
para’m;n =123
8p0 c
5 pata M, n=:1,3,9,..s
T mn
16po m=2,6,10,...
n s |n=1,3,5
T mn n=1,3,9,...
8po mmé
Pmn = SN

A. 1 - Tabela de expansdao de cargas transversais em série trigopnométrica dupla de Fourier
(Fonte: Adaptada Szilard, 2004)
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APENDICE B - Solugéo da placa apresentada em 3.31 pelo método de Navier

E = 210 Gpa som
V:0,3 I A<q [

a=1m
b=2m
t=0,02m

g =10 kKN/m2
k=20 —

1,0m

Xx=05m —

0,02 m

y=1m

a)  Considerando as equagdes abaixo :

(ool o]

mmx N
w(x,y) = Z Wmnsin—sin—y
a b
m=1 n=1
SR . mmx  nmy
p,(xy) = Z S ——sin—=
m=1 n=1

b)  Subistituindo as equagGes acima w(x,y) e p_(x,y) na equagdo governante de placas

chega-se:

_ P
Dt fad) + (20D |

Wmn

onde p,_ € o coeficiente de expansao para placa com carregamento transversal uniforme

apresentado no Apéndice A:

16¢g

p =
mn rlmn
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c) A equacdo dos que representa a deflexdo transversal fica da seguinte forma

. mmX  nmy
w(x J/) _Dn4;;[(m2/a2)+(n2/b )] 5 Sin p sin 5

d) Calculando a rigidez:

Ef  210x10°0,02°

D= =
120 =2 12(1 - 0,2%)

= 153,846

e)  Substituindo D e p ~em w(xy) e solucionando-a para os valores de x e y que

representam as coordenadas do centro da placa:
20 20 16.10

mm0,5 nml
w(x,y) = 2 z Z i sin sin
I3.846m L [ 1) + (2/2)] ! 2

w(x,y) = 0,000658 m ou 0,658 mm
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APENDICE C - Solucio da placa apresentada em 3.31 por energia potencial

minima (método de Rayleigh-Ritz)

E = 210 Gpa . A |
v=0,3
a=1lm 1,0 m
b=2m
t=0,02m
q =10 kN/m? o
T 1

a) Dada a equagéo da energia potencial da placa:

H_ﬂ‘ D 82w+82w ’ (1 o*wotw ow ’
APINCEE (1= ox? 0y*  \oxdy PW

b) Calculando a rigidez:

} dxdy

Ef 210x10°.0,02°

D= =
12(1 -2 12(1 = 029

= 153,846

c) Adotadas as fungdes que satisfazem as condi¢6es de contorno:

mw=1-(Z-1) e =1-(Z-1)

Wxy) = Crw (). w (1) + Cow (). wr (1) + C3.wr (X). w (1) + Cao wr (X). w2 ()

d)  Substituindo a funcdo w(x,y) na equacdo da energia potencial total:
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b a 2~ ~ 2 A2~ 2~y 2
H_fj‘D 6w+ w o1 oOwo'w ow e
B 2 [\az T 52 =522 " \ag Ll [
00
e)  Aplicando a primeira derivada:
oIl _ 357306 +557011C . 135033 . 127231 80
oc, 23 ! 30 2 5 3 4 Tt 97
oIl _ 5701 . 131157 . 127231 . 127231 2_,
oc, 30 ! 5 2 4 3 3 Y 37
o _ 135033 Q127231 167991 291521 32
oc; 5 ! 4 2 2 3 Y 37
o 127231 , +127231C +291521C +239973C 64 _,
oc, 4 ! 3 2 3 3 2 Y 5T

f)  Resolvendo o sistema acima chega-se aos coeficientes:

C, = 8,32x10™ C, =-3,039x10°  C;=-1,536x10" ¢, =2,128x107

g)  Substituindo os coeficientes na fungéo w(x,y) encontra-se o deslocamento aproximado
no centro da placa:

W(x,») = 0,00066929 m ou 0,66929 mm
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APENDICE D - Graficos para deflexdo central U, e maxima U, em funcéo
de A t, para ¢ =0,1;0,2;0,4e0,5.
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Ry b — P i * >

% s PRS) | i1} ; (i,zl

& (3541 . > 0354 % ——
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