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RESUMO

Neste trabalho considera-se 0 método do Formalismo Discreto (Lumped mass
aproach) para a modelagem dindmica tridimensional de estruturas flexiveis do tipo
cabo, a partir do formalismo de Euler-Lagrange, cuja ideia principal é supor que o cabo
seja formado por pequenas partes rigidas conectadas por articulacdes ficticias, que
permitem trés movimentos livres de elevacdo, azimute e torcdo. Este formalismo
permite a determinagdo do Lagrangeano do sistema de forma algoritmica. Apesar de ter
simples concepcdo, a proposta apresenta uma seria limitacdo a sua utilizacdo devido ao
tamanho das equacdes, que cresce muito quando se amplia o nimero de elos rigidos
para aproximar a flexibilidade estrutural continua. Este fato inviabiliza o
desenvolvimento manual das equagdes do modelo dindmico para além de quatro elos
considerados. Foram entdo desenvolvidos de forma inédita neste trabalho, algoritmos
genéricos que permitem gerar de forma automatica os modelos dindmicos,
independentemente do numero de elos escolhidos para a estrutura, sendo esta a principal
contribuicdo cientifica da presente dissertacdo. Inicialmente foram desenvolvidos
manualmente os modelos para dois, trés e quatro elos. Um &rduo estudo permitiu
verificar que ha ldgicas nos crescimentos dos vetores e matrizes do sistema dinamico, a
medida que se amplia 0 nimero de elos considerados. Estas ldgicas foram identificadas,
fato que permitiu a criacdo dos algoritmos genéricos para a determinacdo automatica
dos modelos dindmicos. Resultados numéricos oriundos da confrontacdo dos algoritmos
genéricos com um software de geracdo automatica de modelos dindmicos foram obtidos
e mostraram que, de fato, os algoritmos podem prever o crescimento do modelo de
forma independente do nimero de elos adotados para a estrutura. O software utilizado
na validacdo dos resultados utiliza a manipulacdo simbolica de variaveis do MATLAB.
Finalmente, simulagdes foram realizadas com modelos dindmicos considerando-se

diversos casos de nimero de elos e mostraram resultados fisicamente esperados.

Palavras-chave: Modelagem analitica. Formalismo discreto. Algoritmos genéricos.

cabos subaquaticos.
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ABSTRACT

In this paper we consider the method of Discrete Formalism (Lumped Mass Aproach)
for three-dimensional dynamic modeling of flexible structures of cable, from the Euler-
Lagrange formalism, whose main idea is to assume that the cable is formed by small
rigid parts connected by fictitious joints, allowing three free movements, elevation,
azimuth and torsion. This formalism allows determining the Lagrangian of the system
algorithmically. Despite simple design, the proposition has a serious limitation to their
use because of the size of the equations, due of increasing the number of rigid links to
approximate the continuous structural flexibility. This fact hinders the development of
the manual dynamic model equations beyond four links considered. It was developed in
this work generic algorithms that allow for automatic generation of dynamic models,
regardless of the number of links chosen for the structure, which is the main scientific
contribution of this dissertation. Initially models were developed manually for two,
three and four links. A hard study showed that there is logic in the growth of vectors and
matrices of the dynamic system, as it expands the number of links considered. These
logics have been identified and this allowed the creation of generic algorithms for
automatic determination of dynamic models. Numerical results derived from a
comparison of generic algorithms in software automatic generation of dynamic models
were obtained and showed that, indeed, the algorithms can predict growth model
independently of the number of links adopted to the structure. The software used in the
validation of the results using the symbolic manipulation of MATLAB variables.
Finally, simulations were performed with dynamic models considering several cases of

number of links and show results physically expected.

Keywords: Analytical modeling. Lumped mass approach. Generic algorithms.
underwater cable
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1.  INTRODUCAO

Na literatura existe uma grande gquantidade de trabalhos sobre a modelagem
dindmica de estruturas flexiveis do tipo cabo e suas aplicacdes, como por exemplo,
Sistemas de Producdo Flutuantes (SPF), como mostra a figura (1.1), constituidos por
plataformas de produgéo, navios convertidos para o mesmo fim e subsistemas, tais

como, risers de producéo flexiveis, linhas de ancoragem, entre outros.

Plataforma
Semi-submersivel

Plataforma Navio de Producao e Estocagemn
Fixa " ¢ e
- - = -

Figura 1.1 Plataformas petroliferas (Fonte: http://diariodopresal.wordpress.com/petroleo-e-gas).

Devido as ndo linearidades, a flexibilidade no espago tridimensional, e ainda, a
existéncia de complexas interagcfes com o meio no qual o cabo esta inserido, determinar
o modelo dindmico de estruturas flexiveis do tipo cabo € um problema complexo.
Grande parte dos trabalhos encontrados na literatura aborda a modelagem destas
estruturas a partir do Método de Elementos Finitos, que consiste em um método
numérico aproximado para anélise de fenémenos fisicos em meios continuos.

A presente dissertacdo propde a utilizacdo da técnica de modelagem conhecida
como Formalismo Discreto, na lingua inglesa de Lumped Mass
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Approach, que tem como base o formalismo de Euler-Lagrange. Este formalismo foi
desenvolvido por (PEREIRA [26]) para a modelagem dindmica (matemaética) de
estruturas flexiveis do tipo cabo, cujo fundamento principal € supor que o cabo €
formado por diversas partes rigidas (elos) conectadas por articulacdes elasticas ficticias,
permitindo trés movimentos distintos: azimute, elevacdo e torcdo, no espaco
tridimensional. Esta técnica também foi utilizada por MACHADO et. al., [18] no
desenvolvimento de um algoritmo para a modelagem dindmica de manipuladores
flexiveis.

Esta formulacdo permite determinar o Lagrangeano do sistema de forma
algoritmica, independentemente do numero de elementos que se escolha dividir a
estrutura flexivel. Com a aplicacdo das equacOes de Euler-Lagrange a todos os graus de
liberdade do sistema torna-se possivel a obtencdo final do modelo dindmico. Porém,
devido a complexidade e extensdo das equacOes obtidas por este formalismo, torna-se
muito dificil desenvolver o modelo manualmente sem erros.

Uma das principais contribuicdes deste trabalho consiste em desenvolver um
algoritmo genérico capaz de gerar o modelo dindmico de estruturas flexiveis do tipo
cabo de forma automatica para qualquer numero de graus de liberdade.

A partir da ideia de que o comportamento da natureza segue uma regra
matematica, torna-se interessante uma andlise detalhada de como ocorre o crescimento
das matrizes e vetores gerados ha modelagem do cabo. Para isso 0s casos em que o0 cabo
é divido em dois, trés e quatro elos serdo melhor explicitados nos préximos capitulos.

Apo6s o estudo do crescimento das matrizes e vetores associados a modelagem
sera possivel obter equacdes gerais que permitam desenvolver algoritmos para a
determinacdo automatica do modelo dindmico da estrutura para qualquer nimero de
elos escolhidos para representar a flexibilidade continua.

O formalismo discreto constitui-se na mais simples das técnicas em termos
matematicos, uma vez que ndo h& a necessidade de se trabalhar com equacGes
diferenciais parciais, nem com as condi¢fes de contorno. Porém, as equagOes obtidas
sdo extensas. Com a determinacdo das equagdes gerais torna-se possivel desenvolver
um algoritmo genérico capaz de evitar problemas relacionados com o desempenho do
sistema, tanto em processamento quanto em uso de memoria, Sem Se preocupar com 0

numero de elos que se deseja dividir a estrutura.
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1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esta secdo apresenta um resumo de trabalhos consultados durante a
elaboracdo desta dissertacdo, que de alguma forma contribuiram para o

desenvolvimento da mesma.

F. A. Rochinha e P. Tallec (1990)
O Método do Lagrangeano Aumentado no Estudo de Cabos Umbilicais

Este artigo apresenta um modelo numérico para cabos umbilicais
hiperelasticos que experimentem grandes deslocamentos e grandes rota¢cdes. O modelo
mecanico resulta num sistema ndo-linear, que € resolvido por um método de
decomposic¢édo-coordenacdo via Lagrangeano Aumentado, possibilitando a descricdo do
acoplamento existente entre flexdo e torcdo em cabos submetidos a grandes

deslocamentos.

A. K. Banerjee e V. N. Do (1995)
Deployment Control of a Cable Connecting a Ship to a Underwater Vehicle

Este artigo descreve o desenvolvimento de um modelo de dindmica de cabo
subaquatico e um sistema de controle realista, de regulamentacdo e de recuperacao de
um veiculo subaquatico ndo tripulado amarrado a um navio. O cabo foi modelado como
uma cadeia de hastes rigidas ligadas uma a outra por articulacdes, com dois graus de
liberdade, que podem descrever a flexdo do cabo em dois planos; utilizaram um

algoritmo de ordem n para a dindmica do sistema com n hastes em movimento.

P. Warnitchai; Y. Fugino e T. Susumpow (1995)
A Non-linear Dynamic Model for Cables and its Application a Cable-struture System
Estudaram um conjunto de equacdes governantes para a dinamica dos
movimentos transversais de um cabo com pequena flex&o. Consideraram que 0s
movimentos do cabo sdo separados em duas partes, ou seja, 0S movimentos quase
estaticos, que sdo os deslocamentos do cabo que se move como um tendao elastico,
devido aos movimentos de apoio e 0s movimentos modais, que S&0 expressos como
uma combinacgdo linear dos modos ndo amortecidos do cabo com extremidades fixas. As

equacgOes governantes dos movimentos ndo-lineares do cabo foram obtidas a partir das
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equacdes de Lagrange.

P.H. Wang; R.F. Fung e M.J. Lee (1998)
Finite Element Analysis of a Three-dimensional Underwater Cable with Time-dependent
Length.

Neste artigo, os autores utilizaram o método de elementos finito e
investigaram as vibracfes de um cabo subaquético geometricamente ndo linear com um

peso na extremidade inferior.

A. E. L. Pereira (1999)
Um Estudo Sobre Modelagem Matematica de Estruturas Flexiveis.

Nesta dissertacdo foi desenvolvida e validada a técnica do formalismo
discreto. Trata-se de um estudo da modelagem dindmica de uma estrutura flexivel no
plano, sendo esta estrutura articulada em uma extremidade e livre na outra. Neste
formalismo a estrutura foi dividida em duas, trés e quatro partes rigidas conectadas por
articulacBes elasticas, permitindo apenas o movimento de elevacdo no espago

bidimensional.

M. A. Vaz e M. H. Patel (2000)
Three-dimensional Behaviour of Elastic Marine Cables in Sheared Currents

Neste artigo temos uma formulacdo que descreve a geometria eléstica de
um cabo em termos de dois angulos, azimute e elevacdo, que estdo relacionados com as
coordenadas cartesianas pela compatibilidade das relagdes geométricas. Combinaram
estas relagdes com as equacges de equilibrio do cabo para obter um sistema de equacdes
diferenciais ndo-lineares, sendo este integrado numericamente pelos métodos de Runge-
Kutta de quarta ordem e quinta ordens. Apresentam os resultados para tensao, angulos,
geometria e alongamento no cabo, para trés exemplos: a instalacdo de um cabo de fibra
Optica marinha, a analise estatica de uma linha de amarracdo em aguas profundas e a

resposta de um cabo de telecomunicagdes para um perfil de corrente multi-direcional.

P. D. Gosling e F. A. Korbam (2001)
A Bendable Finite Element for the Analysis of Flexible Cable Structures
Descreveram em seu artigo uma formulacdo por Elementos Finitos para a

analise estrutural de cabos considerando a flexibilidade finita e continua. Os esfor¢os de
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tracdo, compressdo e flexdo foram descritos em um contexto Lagrangeano Total.
Através do acoplamento com o algoritmo Newton-Rhapson eles demonstraram a
eficacia do elemento.

Y.M. Desai e S. Punde (2001)
Simple Model for Dynamic Analysis of Cable Supported Structures

Este artigo propde um modelo simples para descrever as vibragdes de um
cabo inclinado com nove graus de liberdade utilizando uma abordagem de técnicas de
elementos finitos. O modelo foi validado comparando os resultados com solucdes
analiticas. Alguns exemplos ilustrativos sdo considerados para demonstrar a

aplicabilidade do modelo de anélise de vibragdes de cabos.

C. C. Machado; A. E. L. Pereira; S. C. P. Gomes e A. L. De Bortoli (2002)
Um Novo Algoritmo para a Modelagem Dindmica de Manipuladores Flexiveis

Neste artigo foi proposto um novo algoritmo para determinar de forma
bastante simples, as equacdes diferenciais da dinamica de uma estrutura do tipo
manipulador com um Udnico elo flexivel. Desenvolveram-se ainda funcdes de
transferéncia analiticas para este problema especifico, as quais sdo importantes para a
validacdo do modelo discreto proposto na forma de um algoritmo. O algoritmo foi
desenvolvido para qualquer que seja 0 nimero de modos flexiveis considerados, além
de introduzir modificacdes, em relacdo ao formalismo discreto original, que aumentam
a precisdao do modelo discreto. Apresenta-se, ainda no presente trabalho, um estudo
analitico, o qual foi de fundamental importancia a validacdo do modelo discreto

estudado.

P. A. Oliveira; R. D. Machado e M. B. Hecke (2002)
Anédlise Estatica Nao-linear de Cabos Utilizando o Método dos Elementos Finitos

Neste artigo é feita uma analise comparativa entre dois elementos de cabos
presentes na literatura. E apresentado um elemento finito isoparamétrico de cabo com
dois nos, desenvolvido a partir de uma formulacdo variacional empregada comumente
no Método dos Elementos Finitos. Também é apresentado o elemento de catenaria
desenvolvido a partir de expressOes exatas oriundas da equacdo da catenaria elastica.
Verifica-se 0 comportamento estatico desses elementos quando submetidos a algumas

condicGes de carregamento. A analise é ndo linear e o processo iterativo é determinado
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através do Método de Newton-Raphson. Finalmente, é feita uma comparacdo dos
resultados obtidos verificando algumas vantagens na utilizagdo desses elementos em

situacOes praticas.

R. M. Souza (2003)
O Método dos Elementos Finitos Aplicados ao Problema da Conducéo de Calor

Esta apostila na se¢do 1.1 define a ideia principal do Método dos Elementos
Finitos e na secdo 1.2 menciona alguns campos de aplicacdes deste método. Na secao

1.3 define o conceito de grau de liberdade (degree of freedom).

P. T. R. Mendongca (2004)
Analise Dinamica pelo Método de Elementos Finitos

Este artigo trata do estudo que relaciona forgcas que atuam sobre um corpo
com o movimento deste, tanto do corpo como um todo quanto de suas partes
relativamente umas as outras. As equacGes que representam este movimento em
velocidades ndo relativisticas sdo as leis do movimento de Newton. Um tipo particular
de comportamento dindmico ¢ o ‘movimento vibratério’ ou simplesmente a ‘vibragao’,
onde o sistema oscila em torno de uma certa posi¢do de equilibrio. Este texto lida com a

simulacdo numérica por elementos finitos de vibragdes em corpos solidos.

H. Varum e R. J. S. Cardoso (2005)
A Geometrical Non-linear Model for Cable Systems Analysis

Compararam os resultados da anélise ndo-linear por elementos finitos e 0s
resultados das equacdes analiticas para duas categorias de cabos, a partir de um
exemplo, e verificaram que a solucdo ndo-linear do programa obtido a partir do método
de elementos finitos foi bastante diferente daquela obtida com equacdes analiticas.
Concluiram que as anélises ndo-lineares geométricas tornam-se necessarias no estudo de

cabos, especialmente para niveis de tensao alto/médio.

V. Johansen; S. Ersdal; A.J. Sorensen e B. Leira (2006)
Modelling of Inextensible Cable Dynamics with Experiments

Os autores desenvolveram um modelo e fizeram comparagOes entre
experiéncias e simulacGes numericas para a dindmica de um cabo inextensivel, com

flexdo, cisalhamento e rigidez de torcdo, despreziveis. Utilizaram a regra do ponto
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médio para a integracdo espacial, pois em contraste com a maioria dos outros métodos
alternativos para a integracdo numérica, a regra do ponto medio ndo exige que 0sS

valores da funcdo sejam conhecidos nas fronteiras do dominio espacial.

S. Goyal; C.L. Lee e N.C. Perkins (2007)
Writhing Dynamics of Cables with Self-contact

Goyal, Lee e Perkins analisam uma teoria da haste e um algoritmo numérico
que pode ser utilizado para estudar a dinamica ndo linear de cabos altamente
contorcidos. A teoria resultante é discretizada usando o método generalizado-a para
diferenciacdo finita no espaco e no tempo. O principal objetivo foi 0 de modelar a
dindmica de cabos marinhos que conduzem a formagéo de lacadas e emaranhados no

fundo do mar.

D. C. S. Cordoves (2008)
Anélise de Confiabilidade Estrutural de Cabos Umbilicais

Esta dissertacdo propde um modelo para avaliar a confiabilidade estrutural do
cabo umbilical, levando em consideracdo os mecanismos de falha por escoamento e por
fadiga mecanica. Esta anélise é focada na avaliacdo estrutural das armaduras metalicas,
dado que estes elementos suportam quase toda a carga a tracdo e limitam as
deformacgdes axiais da estrutura sem prejudicar significativamente a flexibilidade;
desconsidera-se, portanto, o efeito estrutural do nucleo electro-Gptico e das camadas
polimérica interna e externa. Através da formulacdo de um modelo de cabo umbilical
feito pelo Método dos Elementos Finitos determinou-se uma previsdo de tensbes
atuantes na estrutura, foram estimadas as funcdes de densidade de probabilidade da
tensdo estatica e da tensdo alternada corrigida para um curto e longo prazo, as quais

caracterizam o carregamento atuante provocado pelas ondas do mar.

J.W. Yoon; T.W. Park e H.J. Yim (2008)
Fatigue Life Prediction of a Cable Harness in an Industrial Robot Using Dynamic
Simulation

Neste artigo foi verificado que o cabo que transfere os sinais e alimentagéo
de um rob6 industrial tem um problema de fratura por desgaste dos componentes de
aco. Como o cabo € muito flexivel em comparagdo com os outros componentes do

sistema, ¢ dificil estimar seu movimento numericamente. Eles fizeram alguns estudos
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sobre o problema de grande deformacédo, especialmente em um cabo, e algumas
tentativas foram feitas para aplicar a formulagdo ACNF (Absolute Nodal Coordinate
Formulation), que pode simular uma grande deformacéo. Eles fizeram pesquisas sobre
0 desgaste na duracdo de cabos estruturais e estudos comparativos de simula¢des do
FEM (Finite Elements Method) e ACNF. Apresentaram um método para simular o
comportamento do cabo utilizando ANCF, que prevé o desgaste na duracdo, enquanto
calcula a evolugéo temporal da tensdo no ponto de interesse. Aplicaram a dindmica de
corpo rigido para o sistema do robd e usaram ANCF para o cabo. Desenvolveram um
modelo simplificado e, com estes dados, simularam o comportamento do cabo e fizeram

uma previsdo do desgaste na durabilidade do mesmo.

K. Zhu; H. Zhu; Y. Zhang e J. Gao (2008)
A Multi-body Space-coupled Motion Simulation for a Deep-sea Tethered Remotely
Operated Vehicle

Neste artigo foi desenvolvido um modelo de acoplamento dindmico de varios
corpos para simular o movimento de um veiculo amarrado operado remotamente (Trov
— Tethered Remotely Operated Vehicle ). Foi discutido o forte acoplamento entre o
movimento ndo-linear do cabo umbilical preso no ROV. O movimento do ROV foi
considerado com seis graus de liberdade. Aplicaram o modelo da massa concentrada
(lumped mass model) e incluiram uma técnica do vetor tangencial médio nas equacdes
da dindmica tridimensional transiente acoplado de um sistema complexo com Varios
corpos, em condicdes tipicas de manobra de um navio. Os autores afirmam que esta
técnica pode ser utilizada em qualquer problema de reboque ou em problemas em
veiculos amarrados debaixo da agua. Observaram que os resultados da simulacdo

reproduzem bem os experimentos.

V. H. A. Carreiro (2009)
Analise Dinamica de Sélidos Elasticos pelo Método dos Elementos Finitos

Essa dissertacdo trata do desenvolvimento de um programa de elementos
finitos, em linguagem Fortran, que permita analisar problemas dindmicos no plano com
deformacéo infinitesimal, envolvendo solidos elasticos lineares, e em que a integragdo
das equacdes da dinamica possa ser efetuada por méetodos explicitos ou implicitos. Um

dos exemplos (sélido) é utilizado para validar os programas desenvolvidos, comparando
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os resultados obtidos nesse exemplo com os resultados obtidos com o programa

comercial Abaqus.

A. C. Vieirae I. Faber (2010)
Gerador Automatico de Modelos Dinamicos de Cabos Umbilicais Subaquaticos
Utilizando Formulacéo Discreta

Este trabalho de conclusdo de curso trata do desenvolvimento de um sistema
computacional para a geracdo automatica de modelos dindmicos de cabos umbilicais. O
software se baseia no formalismo de modelagem dindmica desenvolvido a partir do

formalismo de Euler-Lagrange.

A. E. L. Pereira (2010)
O Método da Decomposicdo de Adomian Aplicado a Interacdo Fluido-estrutura de um
Cabo

Nesta tese investiga-se a interagédo fluido-estrutura de um cabo submerso em
um fluido, a partir do acoplamento entre a modelagem da dindmica do cabo com o
movimento do fluido. Para a dinamica do cabo foi criado um novo formalismo para a
obtencdo das equacOes de movimento de cabos umbilicais, chamada Formulagéo
Discreta, que tem como base o formalismo de Euler-Lagrange. A base desse novo
formalismo é considerar o cabo dividido em n partes rigidas conectadas por articulacdes
elasticas, permitindo movimentos no espaco tridimensional, com a extremidade superior
na origem do sistema de referéncia e uma massa presa na extremidade inferior do cabo.
Para o movimento do fluido foi proposto o escoamento sobre um cilindro circular, onde
as solucdes analiticas das equacdes de Navier-Stokes sdo resolvidas utilizando-se o

Método da Decomposicdo de Adomian.

N. A. S. Rizzo (2010)
Analise da Instabilidade das Armaduras de Dutos Flexiveis pelo Método de Elementos

Finitos

Neste trabalho, uma andlise de elementos finitos foi realizada para prever
a resposta mecénica de risers sob torcdo, compressdo e tragdo. Além disso, a carga
critica de flambagem, para qualquer tipo de forma (lateral ou radial), também pode ser

estimada. O modelo de elementos finitos desenvolvido é uma combinacdo complexa de
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elementos de vigas e molas que simula uma analise axissimétrica. Alem disso, apenas
um arame de cada armadura de tracdo é simulado, levando a um menor custo
computacional, sem influenciar na resposta final. Compara¢des com modelos analiticos
e experimentais foram realizadas para a resposta mecanica do riser sob carregamento
axissimétrico para validar o modelo, e bons resultados foram obtidos. Infelizmente,
existe pouca informacdo na literatura sobre as propriedades de dutos flexiveis
associadas com este mecanismo de falha, entdo nenhuma comparagdo com este
fendmeno pode ser feita diretamente. Entretanto, a carga critica de flambagem
encontrada atraves do modelo de elementos finitos é consistente com a carga gerada nas

terminac@es do riser durante sua instalagdo em aguas profundas.

Z. H. Zhu (2010)
Dynamic Modeling of Cable System Using a New Nodal Position Finite Element
Method

Este artigo apresenta um método de elementos finitos alternativo para
modelar a dindmica de sistema de cabo de arrasto. E formulado em termos da posicio
nodal do elemento em vez de deslocamento nodal usado em FEM, existentes para lidar
com grande rotacao de corpo rigido de cabo com precisdo. O NP-FEM (Posicdo Nodal
— Finite Elements Method) elimina a necessidade de dissociar a rotacdo de corpo rigido
de deformacédo elastica e a limitacdo de pequena rotacdo em cada intervalo de tempo. Os
resultados das simulagdes mostram que este novo método derivado € preciso e robusto
conforme visto em comparagcfes com referéncia numérica de teste, experimento de

laboratorio e ensaios no mar.

C. A. M. Nascimento (2011)
Modelagem Numérica de Vibrac6es em Cabos de Transmissdo de Energia Elétrica

Este trabalho de graduagéo apresenta a modelagem por elementos finitos de
um cabo de transmissdo de energia. Utilizando o software ANSYS para realizar as
simulagdes, 0 modelo busca retratar os cabos utilizados na bancada de ensaios de cabos
do Laboratério de Fadiga e Integridade Estrutural de Cabos Condutores de Energia da
Universidade de Brasilia. A metodologia consiste em realizar simulagdes para 0s casos
de um cabo ou uma viga bi apoiada, sobre a acdo de uma forca externa em diferentes
pontos e o caso de um cabo sob tensdo para encontrar as respostas dindmicas do sistema

e suas frequéncias naturais.
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I. Adamiec-Wojcik; L. Brzozowska e S. Wojciech (2012)
Modification of the Rigid Finite Element Method in Modeling Dynamics of Lines and
Risers

Este trabalho apresenta uma aplicacdo do método dos elementos finito
rigido modificado para analise da dindmica de estruturas esbeltas. As equagfes do
movimento sdo formuladas para um sistema discretizado por meio do método e a
discussdo e limitada a sistemas planares e de grandes deformacGes. Elementos finos
podem ser encontrados em engenharia offshore, como linhas, cabos e risers. Nestes
casos, a influéncia hidrostética de correntes de agua do mar tem de ser considerada. A
influéncia dos coeficientes hidrodindmicos e a velocidade do fluxo interno do fluido de

deslocamentos e as forcas sdo apresentadas.

M. Colnago (2012)
Estudo da Estabilidade do Método das Linhas Usando a Dinédmica de um Cabo
Flexivel

Neste trabalho o autor apresentou o modelo matemético planar do
movimento de um cabo flexivel, ndo submetido a forcas externas, e estudaram a

estabilidade do método das linhas para a resolucdo numérica desse modelo.

M. Yang; B. Teng; D. Ninge e Z. Shi (2012)
Coupled Dynamic Analysis for Wave Interaction with a Truss Spar and its Mooring
Line/riser System in Time Domain

A andlise dindmica de um sistema de amarracdo foi realizada no dominio
do tempo, usando ou um Método dos Elementos Finitos (FEM) ou o método Lumped-
mass. Para a andlise dindmica de ancoragem, um programa FEM foi desenvolvido com
base num sistema de coordenadas globais e da teoria de haste, 0 qual se espera que seja
mais eficiente do que a FEM convencional, em que as varias transformacdes de

coordenadas envolvendo fungdes trigonomeétricas ndo sdo necessarias.
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1.2 OBJETIVOS

1.2.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo geral da presente dissertacéo € desenvolver um algoritmo genérico, a
partir da determinacédo de equagdes gerais, que permita gerar automaticamente o modelo
dindmico de estruturas flexiveis do tipo cabo de acordo com o numero de elos que se

deseja dividir a mesma.

1.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Primeiramente realizar pesquisas na literatura sobre trabalhos que abordem
diferentes técnicas de modelagem dindmica de estruturas flexiveis do tipo cabo como o
Método de Elementos Finitos e o Método da Formulacéo Discreta.

Realizar uma analise do comportamento de crescimento das matrizes e
vetores do modelo, para os casos onde a estrutura é dividida em dois, trés e quatro elos,
a fim de obter equacdes gerais que permitam desenvolver algoritmos genéricos capazes
de gerar automaticamente o modelo dindmico do cabo para n elos.

Validar o modelo a partir de comparacdes entre 0s algoritmos genéricos, 0s
modelos obtidos de forma analitica, e ainda, com os modelos gerados a partir de um

software que usa manipulacdo simbdlica de variaveis.

1.3 ROTEIRO DO TRABALHO

Esta dissertacdo esta dividida em sete capitulos. O presente Capitulo trata da
introducdo geral, contendo explica¢fes introdutorias sobre o tema de pesquisa,
bibliografia existente na area, contribuicdes e objetivos a serem alcancados.

No Capitulo 2 apresentam-se os fundamentos tedricos para o desenvolvimento
do modelo dindmico de estruturas flexiveis do tipo cabo.

O Capitulo 3 explana o modelo dindmico para os casos de dois, trés e quatro

elos.
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O Capitulo 4 aborda as equacgdes gerais para a formacdo dos elementos dos
vetores e matrizes do modelo dindmico, ou seja, neste capitulo sdo desenvolvidos os
algoritmos genéricos para a geragdo automética do modelo dindmico com n graus de
liberdade.

O Capitulo 5 contém as validagdes via comparacdes com o software de
manipulacdo simbdlica de variaveis.

O Capitulo 6 apresenta resultados de simulagdes utilizando-se o modelo
gerado a partir dos algoritmos genéricos.

O Capitulo 7 apresenta as conclusdes e consideracdes finais. Posteriormente
sdo apresentadas as referéncias bibliogréficas.

O Anexo | aborda as Transformacgdes Homogéneas e nos Apéndices A.1, A.2 e
A.3, sdo apresentadas as equacdes dos elementos das matrizes e vetores para 0S €asos

desenvolvidos no capitulo 3.



CAPITULO II
FUNDAMENTOS TEORICOS
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2. ABORDAGEM DISCRETA PARA ESTRUTURAS FLEXIVEIS DO
TIPO CABO

2.1 INTRODUCAO

No presente capitulo sera apresentada a partir da formulacdo de Lagrange, a
modelagem matematica para a dinamica de estruturas do tipo cabo, fixa em sua
extremidade superior e livre na outra, na qual é colocada uma carga de massa m..

As equacdes da dindmica serdo obtidas a partir da abordagem discreta onde se
divide o cabo (estrutura continua) em partes rigidas (elos) conectadas por elementos

flexiveis chamados de articulaces elasticas ficticias (PEREIRA [26]).
2.2 FORMALISMO DISCRETO

Considera-se um cabo umbilical conforme ilustrado na Figura 2.1, fixo em sua
extremidade superior em uma base que pode ser mdvel e na outra é colocada uma massa
me.

Este tipo de problema pode ser aplicado em diversas situacdes envolvendo
estruturas flexiveis, principalmente em sistemas subaquaticos, como por exemplo, em
amarras de plataformas de petréleo ou risers, bastando considerar que a massa m, seja
infinita. Veiculos do tipo ROV (Remotely Operated Vehicle) constituem outra

importante aplicacdo, também no dominio de sistemas subaquaticos.

",

Figura 2.1 Representacdo esquematica do cabo umbilical
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Como os cabos podem realizar movimentos de rotacao e translacdo no espaco, é
necessario estabelecer transformacdes entre os sistemas de coordenadas (ISOLDI [17]).
Para um cabo fixo na sua extremidade superior, € imprescindivel que a orientagdo e a
posicao da extremidade livre deste cabo sejam conhecidas. A orientacdo da extremidade
livre é dada por intermedio das rotacdes e a posicao por translacdes.

A ideia principal do método de modelagem €é dividir o cabo em pequenos
elementos (elos), conectados por articulagdes ficticias flexiveis que permitem trés graus
de liberdade, denominados aqui de azimute, elevacao e torcdo. Estes movimentos sdo
relativos ao elo anterior da cadeia articulada (PEREIRA [24]). Um quarto movimento
livre também poderia ter sido considerado, tratando-se da extensdo linear que foi
desconsiderado no presente trabalho.

Cada articulacdo ficticia possui natureza elastica e, portanto, trés constantes
elasticas com seus respectivos amortecimentos constituem parametros que definem a
natureza fisica da articulacgdo.

Para conhecer a posicao da extremidade livre do cabo, € necessario um sistema
de coordenadas em cada articulacdo e, a fim de posicionar este sistema de coordenadas
nas articulacdes de forma sistematica, utiliza-se a convencdo de Denavit-Hartenberg,
que consiste em descrever a posicao e orientacdo relativa entre dois elos consecutivos
utilizando transformacgdes homogéneas.

Em resumo, com o formalismo discreto é possivel determinar o Lagrangeano
do sistema de forma algoritmica, independentemente do nimero de elos que se deseja
dividir a estrutura.

Na modelagem discreta, um cabo de flexibilidade continua é dividido em n
partes rigidas de comprimento 4, 1,, 15, ..., -, que sdo chamados de elos, sendo estes

elos conectados por articulagdes ficticias, como mostra a figura 2.2.

articulagdes

| / ficticias

1,

Figura 2.2 Estrutura flexivel e sua representacédo discreta
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Os elos tém massas concentradas nos centros de massa, ou seja, (xq,Vq,21),
(X2, ¥2,22), (X3,¥V3,23)s.., (Xp, Yn» Zn), Que s&0 as coordenadas do centro de massa dos
elos que possuem massas m;, m,, ms, ..., my, respectivamente, enquanto (x., y., z.) sdo as
coordenadas do centro de massa da carga de massa m, na extremidade final do cabo. Em
cada articulacdo sdo considerados os angulos de azimute, elevacédo e tor¢do do cabo, ou
seja, na i-ésima articulacdo, 6;,,60;. e 6;r sd0 respectivamente, o angulo de azimute, o

angulo de elevacéo e o angulo de torcdo do cabo, conforme a figura 2.3.

@

Figura 2.3 Angulos de azimute, elevago e tor¢io para a articulagio da base.

No referencial X;Y;Z; tem-se que: o0 eixo 0,Z; é paralelo ao eixo 0Z, do
referencial inicial (sempre na direcdo vertical), o eixo 0,Y; é paralelo a projecdo da parte
rigida anterior a i-ésima articulacdo (projecdo no plano horizontal) e o eixo 0;X; é
ortogonal ao eixo 0;Y;.

Em cada articulagdo sdo consideradas trés constantes el&sticas, ou seja, na
i-ésima articulacdo sdo consideradas as constantes elasticas k;,, ke, ki;, devido aos
angulos de azimute, elevacéo e tor¢do respectivamente.

A energia cinética é definida por:
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Ec= EcR + EcT (2.1)

onde Ey € a energia cinética devida ao movimento de rotacdo e E-r € a energia cinética
devida ao movimento de translagéo do cabo.

A energia cinética devida ao movimento de rotacdo do cabo é dada por
(PEREIRA [24]):

1. .1 o1 . 1 .

E.. =§|R1e912e+§|R29922e+§|R39‘932e+“'+§ Iy 65+

1 ., 1 5o 1 . 1 .
+§IR13912a+EIR2a022a+EIR3a932a+“'+E|Rna9nza (2'2)

+% Héfr +% IT2922T +% IT36"32T +...+%(ITn +1p. )HrfT

onde 64,604,630, ...,0,. Sd0 0s angulos de elevacdo nas articulagdes,
014,024,034, -, Ong S30 0s angulos de azimute, I, , I, , Ig,, -, Ir,, SA0 0S momentos
de inércia relativos aos movimentos elevagdo nas articulagoes, Iy, ., Ir, s Irspr s IR,y
sdo os momentos de inércia relativos aos movimentos de azimute, Ir,, Ir,, Ir,, ..., I1,, I,

n c

sdo 0s movimentos de inércia relativos aos movimentos de torc¢ao e 8,7, 6,7, 857, ..., Opr
sdo angulos de torcdo nas articulagdes. Observa-se que as parcelas de energia cinética
rotacional devidas aos movimentos em elevagdo e azimute poderiam ser negligenciadas.
De fato, a energia cinética de translacdo € muito mais significativa que a de rotacéo e foi
dada énfase a energia cinética de translacdo neste formalismo de modelagem.
Considerou-se ainda que os momentos de inércia rotacionais devidos aos movimentos
de azimute sdo constantes, por aproximacdo. Apesar de muito pequenos, considera-los
na dindmica pode evitar que a matriz de inércia tenha determinante nulo quando todos
os angulos e velocidades também sdo nulos.

A energia cinética devida ao movimento de translacdo do cabo é definida por
(PEREIRA [24]):

Ee, :%ml(xf +y? +z‘f)+%m2(>'(22 +y? +Z§)+%m3(x32 +Ys +z'32)+...+
(2.3)
Lm0+ 2+ 22+ m (i 92 +20)

onde %ml(xf+yf+zf), %mz(x§+y§+z‘§), %mg(x§+y§+z‘§),...,
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1 v 2 -2 5 2 1 .2 .2 .2 \ex . . .- .
Emn(xn +y2+z2) e Em°(x° +y2+22)sd0 as energias cinéticas relativas ao

movimento das massas m,,m,,m,,...,m, dos elos e da massa m, da carga,

respectivamente.
A energia potencial é definida por (PEREIRA [24]):

1 1 1 1
p = E kleeli + E k2e (92e - ele )2 + E k3e (03e - 92e )2 +.o.t E kne(ene - e(n—l)e )2 +

+ % k1a‘912a +% k2a (‘92a B 6’1a )2 + % k3a (‘93a B ‘92a )2 +..F % kna (ena B ‘9(n—1)a )2 +

E

(2.4)
1 1 1 1
+ E le ‘912T +E sz (92T - ‘91T )2 + E kST (93T - 92T )2 +...t E knT (HnT - e(n—l)T )2

+m,gh +m,gh, +m;gh, +...+m_gh,

onde 6., 6, 0,,....,60,, sdo o0s angulos de elevacdo nas articulagOes,

Oar Ozar Osar -1 0ng sdo os angulos de azimute nas articulacoes,

kle' kZer k3e' ] kne’ kla' kZa' k3al s kna

Orrs Opr s Oy -1 O

sdo o0s angulos de torcdo nas articulacdes,
K. Kyr Kars-.. Ky S80 as constantes elasticas nas articulagdes relativas aos angulos de
elevagéo, azimute e torgéo, respectivamente, e m; gh, +m, gh, +m, gh, +...+m,_gh,

é a energia potencial gravitacional, ondeh,, h,, h;,...,h, séo as alturas definidas por:

a |
h, :?1:> h, :El(l—cosele),

a,

h, :al+?:> h, :al+%(1—coseze),

I
h3:al+a2+a—23:>h3=al+a2+§(1—cosese), (2.5)

n—

1 a n-1 |
a+-—=h =>a+2(-cosb,)
<47 5T

o>

onde,
a,=0,a =I(1-cosé,) a,=1,(1-cosb,,) ..., a, =1, (1-cosb,.),

conforme definicdes vistas na Figura 2.4..
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Ay
1?
y
Figura 2.4 Cabo com quatro partes rigidas
O Lagrangeano do sistema é dado por:
L=E.-E, (2.6)
De (2.2), (2.3) e (2.4), obtém-se:
1 o 1 5 1 . 1 i
L =5 I, O s le, 05 s e, Os tots lp O+
1 L1 . 1 . 1 .
+E e 65 +§ le, 63, +§ le, O, +'"+E e, 00+
1 . 1 . 1. . 1 .
#2105+ 1 D165 +"'+E('T" 1 )+
1 . ) , 1 . ) , 1 . ) ,
+§ml(xl2 +y zf)+§m2(x22 Y+ z§)+5m3(x§ +yZ+ z§)+...+
+%mn(>'(§+y§+2§)+%mc(§(§+yf+zf)+ (2.7)
1 1 1 1
_E kleeli _E k2e(92e - Hle )2 _E k3e (03e - 92e )2 T _E kne(ene - H(n—l)e)z +
1 1 1 1
_E klaalza _E k2a(02a _ela )2 _E k3a(93a _02a)2 T _E kna(ena _e(n—l)a)z +
1 1 1 1
_E le 912T _E kZT (02T _‘91T )2 _E k3T (93T - 02T )2 T _E knT (gnT - e(n—l)T )2

-mgh-m,gh,-m,gh,—...-m gh,
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b-1
Ent&o de (2.7) e considerando-se &, =0 e Zai =0, quando b =1, tem-se:
i=1

n (1 . 1 . 1 . 1 . . . 1 1

L= 2{2 I, (Hbe)z +E I, (Hba)z +E I, Oor +E mb(Xi+ y§+ ZEJ_E Kbe(‘gbe —0p-1)e )2 D) Kba(gba —Op-1)a )2 +
b=1

1 2 ot I,

_E KbT (HbT _g(b—l)T) -m,9 Zai +E(1_COS Hbe) +

i=1
1 21 2 w2 2
+§ ITcenT+§mC(XC+ yc+ ZCJ
(2.8)

As coordenadas dos centros de massa das partes rigidas e da carga terminal s&o
determinadas a partir de transformacGes homogéneas. A primeira articulacdo ficticia é

colocada na origem do sistema de referéncia X,Y,Z, e os angulos de azimute 6.

la

e
elevagéo 6,, séo considerados de acordo com as figuras 2.4 e 2.5. A partir desta figura

conclui-se que as coordenadas da segunda articulacao ficticia (xol + Yo, i zol) em relagéo

ao sistema de referéncia X,Y,Z, séo:

Xo, =1, 8in0,, sin6;,
Yo, =1, 5in6,, cos b, (2.9)
z,, =1, cos0,

e as coordenadas do centro de massa do primeiro elo (1,) séo:

I, . .
X, = Elsm 0, sind,,
I, .
y, = Elsm 6,, coso,, (2.10)

Il
Z, = =C0S 0,
1 2 le
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Figura 2.5 Representacdo geométrica dos dois primeiros sistemas de referéncia

Um novo sistema de referéncia X,Y,Z, € incorporado na estrutura flexivel,

centrado na segunda articulacdo ficticia, conforme ilustra a figura 2.5 e de acordo com a
convencéo descrita anteriormente.

Considerando-se a matriz homogénea de rotagdo de um angulo 6,, em torno

do eixo OZ, em relacéo ao referencial X,Y,Z,, como sendo:

X01

HO1 — [RZﬁla ]3><3 y01 (211)
Z,,
0 0O 1

onde a matriz de rotagdo de um angulo @ em torno do eixo OZ ¢é definida por:

cosd sing O
R,p=|—-sin@ cosd O (2.12)
0 0o 1

a transformagéo homogénea que relaciona os sistemas X,Y,Z, e X,Y,Z, tem a forma:
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cos@, sing, 0 1 sing,sinb,
—-sing,, coséd, O I;sing, cosb,
- 1
0

2.13
o 0 0 l, cos @, 213)

0 0 1

Considerando-se o proximo elo e colocando-se o sistema de referéncia X.Y,Z,

na terceira articulacéo ficticia, as coordenadas da terceira articulacéo ficticia em relagdo

ao referencial X,Y,Z, séo:

X, =1,5In0,,sin0,,
y,, =1,8in8,, cosb,, (2.14)
z,, =1, cos0,,

Entdo, a matriz homogénea de rotagdo de um angulo 6,, em torno do eixo O,Z, em

relagéo ao referencial X,Y,Z, é definida por:

Xy,
H, = [Rz,eza Lxg ¥y, (2.15)

le

000 1

ou seja, a transformagdo homogénea que relaciona os sistemas X,Y,Z, e X,Y,Z, tema
forma:

cosd,, sind,, 0 I,sind,. sinb,,
-sing,, cosd,, 0 Il,sind,, coséb,,
1
0

2.16
e 0 0 l, cos 6, (2.16)

0 0 1

A fim de determinar a posicdo da terceira articulacdo ficticia e das
coordenadas do centro de massa da segunda parte rigida em relagdo ao referencial

XoYoZ,, efetua-se o produto das matrizes H, e H, , de onde se obtém H, =H, -H,

, OU seja:
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cos(6, +6,,) sin(@, +6,,) 0 l,siné, sin(6, +86,, )+l siné, sind,
—sin(@, +6,,) cos(6, +6,,) 0 I,sind, cos(@, +8,,)+l,sind, cosé,,
o 0 0 1 |, cosd,, +1,cos b,
0 0 0 1

Portanto, as coordenadas do centro de massa da segunda parte rigida do cabo, em

relagéo ao referencial X,Y,Z,, sdo dadas por:

I, . . : .
X, = Ezsm 6, sin(6,, +0,,)+1,sinf, sind,

I, . ;
y, = Ezsm 0. 08(0,, +6,,)+1,5in 6, cos @, (217)

I
_ 2
Z, = > cos b,, +1,cosd,,

Adicionando-se mais um elo e procedendo-se analogamente ao modo descrito
anteriormente, mostra-se que as coordenadas da quarta articulacéo ficticia em relacéo ao

referencial X,Y,Z, séo:

X,, = 138N 6, sin 6;,
Yy, =l;5in 6, cos by, (2.18)
z, =1;c050,,
Desta forma, a matriz homogénea de rotagdo de um angulo 6,, em torno do eixo O,Z,

em relacéo ao referencial X,Y,Z, € definida por:

X23

H23 — [RZ,93a ]3><3 y23 (219)
Z,,
0 0O 1

ou seja, a transformagdo homogénea que relaciona os sistemas X,Y,Z, e X,Y,Z, tem a
forma:

cosé,, sind,, 0 I1,sinb,,sind,,
—sind,, cosd,. 0 1,sind,. cosé
, — 3a 3a 3 3e 3a (220)
’ 0 0 1 I, coséb,,
0

0 0 1

A posicdo da quarta articulacdo ficticia e das coordenadas do centro de massa

da terceira parte rigida em relacéo ao referencial X,Y,Z, séo determinadas a partir do
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produto das matrizes H, e H, , 0 seja, H, =H, -H, , e de modo semelhante ao que

foi mostrado anteriormente, obtém-se as seguintes coordenadas do centro de massa da

terceira parte rigida:

I, . . . . : .
X, = Easm 0,,sin(0,, +0,, +0,,)+1,sin,, sin(4,, +86,,)+1,sin6, sind,

l, . : .
= %sm 0,, C0S(6,, +6,, + 65, )+1,5in 6, cos(6,, +6,,)+1,sind,, cosb,, (2.21)

I
_ 3
Z, = 5 oS, +1,cosb,, +1, cosb,

Usando-se um procedimento analogo ao que foi mostrado para as coordenadas
dos centros de massa da primeira, segunda e terceira partes rigidas, sdo obtidas as

coordenadas do centro de massa da k-ésima parte rigida e as coordenadas da carga

(Zo ) Ermo.se{ 0.
Vi —sm@keco (zk‘le,.d} {I siné?jecos(zjleiaﬂ (2.22)

terminal, respectivamente, como sendo:

k

k
= —sm B SN[ D 0, |+

i=1 j=1 i=1
k-

0s6,, +ZI cos 6,

i E

gomlte]

j=1

Zn:{' sind) COS(Zjlé’.aﬂ (2.23)

j=1

n
z, = 1,c0s0,
-1

Entdo, de (2.22) e de (2.23), obtém-se as derivadas destas coordenadas em

relacdo a t, que sdo dadas por:
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=~

K ko K )
{sm 0, cos[z 0. JZ 6, +cosé,, sin( 6. jeke} +
i=1

X, =

E i=1 i=1 i=
k-1 ) j i, (d .
+ > 1;|sing,, cos Z@iajzaa+cosﬁjesm >0, 16,
= i-1 i-1 i-1
o, . Y (2.24)
Vo= smekesm[Ze.ajZB +c0s 6, cos( eiajeke +
i i=1

i=1 i=1 i=1

+ Z'J {—sm 0, sm(i O, ji 6, +C0s0,, cos(zjlaia}éje}

= —%sm 6.6, — ZI sing,,0,,

o[ j j i
X, :Z; ;| sin 6, cos(_z; Hiaj_z; O +C0S 0, sin(z; eiaJéje}
j= i= i= i=

- Zn: ;| -sin @, sin(zj: 6., ]ZJ: )a +C0S 6, cos(zj: 0, }94 (2.25)

i=1 i=1
= —Z ,sin 6,0,

Portanto de (2.8) obtém-se
L=L +L, +L,+L,+L (2.26)

onde

L= n { Roe ( be)2 + ( ba)Z ; I esz ;Kbe(gbe_é’(bl)e)2 +

b=1

1 1 b1 I
- E Kba(eba - ‘9(b—1)a)z_ E KbT (ebT - ‘9(b-1)T )2 - mbg|:z a; + Eb(l_ cos Hbe):|}
i=1

n b .
L, = %{%’{sm@becos{Z@,a]Z‘ﬁ +cos@besin(29ia]9be}+
= =
b-1 j i i . ?
+> 15| sing,, cos(Zﬁianaa +cos€iesin(20ia}9]e

j=1 i=1 i=1 i=1
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n b b X
L, = %{'2{ smeesm(ZH,ajZ@ +cos@becos(20iaj¢9be}+
b=1 i=1

. . . 2
+ bil{—sin 0, sin(iﬁia ]Zjll 6, +C0s0,, cos(iﬁia Jéie}}

j=1 i=1 i=1

2
Lmy | 1
L4=Z7{ 25|n9beebe ZI sind,0 Je} +§ITC0§T

b=1

Ls =

NII—‘

b=1 i i i=1

2
n b b b )
mc{ I{—sm@besm(ZQa ) +c056?becos£20iaj0be}} +
b=1

mc{il{sm Oy cos[zb“e,ajzb“e + 008 Qbesin(zbzeiajébe}}z +

+

N |-

i i= i=1

+

N~

I
b1

h 2
m, [— Z . sin ebeebe}

b-1
onde 6, =0 e ) a =0, quando b=1.

i=1l
No proximo capitulo apresenta-se a modelagem dindmica do cabo para 0s

casos de duas, trés e quatro partes rigidas.



CAPITULO III
MODELOS DINAMICOS PARA OS
CASOS DE DOIS, TRES E QUATRO ELOS
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3. MODELAGEM DINAMICA DO CABO PARA OS CASOS DE
DOIS, TRES E QUATRO ELOS

Este capitulo apresenta a modelagem dindmica do cabo para os casos em que a
estrutura flexivel € dividida em dois, trés e quatro elos. Considera-se um cabo de
comprimento [, articulado na extremidade fixa e dividido em duas, trés e quatro partes
rigidas de comprimentos [; sendo i=1,2,3,4 e estes elos sdo conectados por
articulacoes ficticias, conforme figuras 3.1, 3.2 e 3.3.

Segundo MACHADO et. al. [18], nas divisbes dos elos rigidos proposta para
manipuladores roboticos, as articulagdes sdo posicionadas na metade de cada elemento
rigido. Por exemplo: uma Unica articulacdo seria posta na metade do comprimento total
do elo, dividindo o0 mesmo em duas partes rigidas. Uma nova articulacdo ficticia
implicaria em colocar as duas articulacdes nas metades das duas partes rigidas do caso
anterior e assim sucessivamente. Em (PEREIRA [26]), foi proposto o modelo dinamico

dado pela equacdo (2.26), vista anteriormente, para uma estrutura flexivel do tipo cabo,

0 qual foi dividido em trés elos de comprimentos [, = i L, = ée l; =

l
4
3.1 CABO COM DUAS ARTICULACOES

Considera-se um cabo de comprimento [, articulado na extremidade fixa e
dividido em dois elos de comprimentos [, e [, conectadas por uma articulacéo,
conforme a figura 3.1.

Da equacéo (2.26) obtém-se o Lagrangeano do sistema que é dado por:

L=L +L,+L,+L,+Lg
onde
1

2 o . .
Ll = bzll{% I Rpe (Hbe )2 + % I Roa (eba )2 + % ITb Hsz - E Kbe (Hbe - H(b—l)e )2 _% Kba(eba - e(b—l)a )2 +

1 5 ot I,
_EKbT(ebT _e(b—l)T) —My9 Zai +E(l—COSHbE)

i=1
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b

2 | b b . .
L, = % {Eb {sin 0, cos[z 0., JZ 0., +cos 6, sin(z 0, jebe } +
b=1 i i

i=1 i=1 i=1

+t:|j[sm9 cos(zela]29,a+cos¢9 sm(iej }}2

i=1 i=1 i

2 m I ] . b b . b .
L, = ; 717{% {— siné,, sm(z 0., jz 0, +coséb,, cos[Z 0., )ebe } +

i=1 i=1 i=1

2
b-1 j i i )
+>°1, {—sin 0, sin(z 0, JZ 0, +C0s 0, cos(z eiaJeje }}
j=1 i i

i=1 i=1 i=1

2
Zm | 1 .
L4=Z7{ Eb in6,.0,, - ZI sm@,eele} +§|Tc922T

2
2 b b b )
L. :%mc{ZI{sm o, cos(Z@,aJZQa+cos€besin(29iaj9be}} L@
b=1 i=1 i

i=1

S [-sna s 50,5, o0 cof S0, | -

i=1

i=1

i=1

articulagoes
ficticias

Figura 3.1 Representacdo geométrica do cabo com duas articulagdes ficticias

Aplicam-se as equacOes de Euler-Lagrange a cada uma das varidveis do

Lagrangeano do sistema dado a partir de (3.1), ou seja, as seguintes equacbes sao
determinadas:
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% (aa;;]_ % =T — i — CoolO = 0 )= Tpe = (Coo +Co0 W + e (3.2)
% % _%zrgze—cze(e'ze—ém) (3.3)
& ;TL —%:Tma—(cla+02a)91a+02a92a (3.4
%[%j_%:nza —c,,(6,.-6,) (35)
%{% - (e 0 Wi vn @9)
%[STL _%:Tm +Cyrbyr —Cpy By (37)

Onde c,., c,, ;c

. C,, © Cy,C, S80 0s coeficientes de atrito devidos aos

movimentos angulares de elevacdo, azimute e torcdo, respectivamente. Os torques

externos atuantes nas articulagOes ficticias, T, e T, , i=1, 2, surgem em razéo de

diversas causas, tais como, forca de empuxo, correntes subaquéaticas, movimento
independente da carga terminal, etc.
Desenvolvendo-se as equacgdes (3.2) a (3.7), obtém-se 0 seguinte sistema de

equac0es diferenciais de segunda ordem:

m

1(6)6+C 0+K0+7(6,6)+6(6.6)-T, (38)
onde 8 =[01c 6261a 62a0:ir 61"

Na notacdo matricial, para o caso em que o cabo é dividido em 2 elos, 0
modelo dindmico é dado por:

[Isxel[O6x1] + [Coxel[Oox1] + [Koxel[Oox1] + [ﬁ6x1] + [66361] = [Tle] (3.9)
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onde I é a matriz de Inércia, C é a matriz dos coeficientes de atrito, K é a matriz das
constantes elasticas, F é o vetor Coriolis-centrifugo (esforcos ndo-lineares), G é o vetor

gravitacional e T é o vetor dos torques externos.

Os elementos das matrizes e vetores do modelo dindmico para os casos de
dois, trés e quatro elos sdo apresentados na forma matricial e as equacbes que
representam estes elementos estdo expostas nos apéndices A.1, A.2 e A.3.

Os elementos da matriz de Inércia | sdo 0s seguintes:

iy Ly Lz Ly 0 07
Iy Ly ILby 0 0 O
= |fs1 Iz Iz f3a 0 0
Iy O Iz Iy O O
0 0 0 0 Iss O
Lo 0 0 0 0 e

Os elementos da matriz das constantes de atrito C sao:

Cle + CZe _CZe 0 0 0 0
—Cre  Cae 0 0 0 0
0 0 Cla + CZa _CZa 0 0
0 0 —Cyq Crq 0 0
0 0 0 0 Cir + Cor —Cyr
0 0 0 0 —Cyr Cor
Os elementos da matriz das constantes elasticas K sao:
kle + kZe kZe 0 0 0 0
—kze  kpe O 0 0 0
0 0 kla + kZa _kZa 0 0
0 0 —kyy kyq 0 0
0 0 0 0 kirtkar —kyr
0 0 0 0 —kar kor
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As componentes para o vetor gravitacional G sio:

94
9,

~_| 0
G_O

L o]

As componentes do vetor dos torques externos T S30:

~|
Il

3.2 CABO COM TRES ARTICULACOES

Considera-se aqui 0 modelo dindmico para o caso em gue o0 cabo é dividido em
trés elementos, ou seja, este é articulado na extremidade onde esta fixo e dividido em
trés partes rigidas, sendo estas partes rigidas conectadas por duas articulagdes ficticias,
como mostra a figura 3.2.

Da equacdo (2.26) obtém-se o Lagrangeano do sistema que ¢é dado por:

3 (1 . 1 : 1,5 1 L
L - z{ I (Hbe)z 20, (Hba)z + > 5 O D) Kbe(ebe —Op-1 )2 3 Kba(eba =B 1)a )2 +(3.10)
1

b-1 I
5 Kpr (HbT = Opayr )2 - mbg|:zai +Eb(1—COS abe):|}
i=1
m, |1, | . o LI (& .
L, :27 > sin 6,, cos| 6, D06, +cos b, sin| D 6, |6, |+

i=1 i=1 i=1

o |

2 I b b | b .
L, = Zn;b{; {—sin O, sin[ 3 0., le: 0,, +cos 6, cos(zl: 0, ]Hbe} +

b-1
+2 1 {sin 0, cos(

=

j i
0., JZ 0, +C0s 0, sin(
=1

i=1

. . . 2
+bil{—sin 0 sin[i@iaji 0, +C0S 0, cos(zll QiaJéje}}

=1 i=1 i=1

i=1
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2 mb b . b-1 ] 2 1 .
27 - mebeebe—;ljsmejee,e +§'Tc9ﬂ

b=1

NIH

2
m, {22: Ib[sin 0,, cos(zb: aiajzb: 0, +cosb,, sin[zb: Qajébe}} +
1

i=1 i=1 i=1

J’_

N |~

b=1 i=1 i=1 i=1

+

m, {22: |b{ sin 6, sm[Zb: eianb: 6., +C0S 6, cos(zb: eiaje‘be}}z +
I

2 7P
m,| = >_l,sin ebeabe}

b=

N |-

JuN

onde f, =0e Y- la; =0, quando b = 1.

Considera-se 0 cabo de comprimento [, conforme o caso anterior, mas agora

dividido em trés partes rigidas de comprimentos 1, L, e [5.

articulacdes
ficticias

m,

Figura 3.2 Representagdo geométrica do cabo com trés articulag@es ficticias

Aplica-se a equacdo de Euler-Lagrange a cada uma das variaveis do
Lagrangeano, dado a partir da equacdo (2.26), ou seja, as seguintes equacdes sao

determinadas:

dt (aele J TOR = T01e - C1e01e —Cy (‘91e - ‘92e ) = T€le - (Cle +Cy )91e + C2e92e (3-11)

:jjt [;;;e j - %I;e =Ty —Cye (92e - éle )_ Cae (92e - ése )= (3.12)

= THZe + CZeele - (CZe +Cge )92e + C3e63e
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d{ oL oL . i . )
a[aé% ] - —8039 = Tgse —Cy (03e - 029 )Z T‘%e — C3e03e + CseQZe (3.13)
d({ oL oL . . . A .
a(aéla ] — —aela = Tgla - Claela - C2a (ela - eza ) = Tela — (Cla + C2a )Hla + C2a92a (314)
d( oL oL : . : :
dtlog, | =To2a ~Coa (023 _Hla)_csa (9231 —03a)=
dt\ 06, | 06, 19
= T62a + Czaéla - (CZa *Csa )92a + C3aé3a
d( oL oL . . i )
a(aésa j — —agga =Tpsa —Caa (Hga -0,, ) =T, —C,,0,, +C,,0,, (3.16)
d( oL oL . . . . .
E(aén J a0, =Tor =Cir O —Cyr (en — 0, ): T, —(Cr +Cop 07 +Cr 0y (3.17)
d( oL ) oL . o
a(aéﬂ ] B @ = Toar = Cor (02T — O )_ Car (ng — Oy ): (3.18)
=Tyor +Cpr Oy — (CZT +Cor )492T +Cy Oy
d( oL oL . . ) _
a[aéﬂ J - —893T = TgST —Cyp ((93T -0, ): T93T —Cy1 Oy +C51 0,1 (3.19)
ondec,,, C,,, Cs ;Cra» Coy»r Con € Cp, Cor, Gy S80 0S COeficientes de atrito devidos aos

movimentos angulares de elevacéo, azimute e torgdo, respectivamente, T, ,T,. e T,

i=1,2,3, sdo 0s torques externos atuantes nas articulagoes ficticias.
Desenvolvendo-se as equacfes (3.11) a (3.19), obtém-se o sistema de equacgdes

diferenciais de segunda ordem conforme a equacdo (3.8), onde
n T
H = [Hle 029 039 Hla 02a 6‘3a elT HZT 93T ] '

O modelo dindmico pode ser representado também da seguinte forma:

[Tox9)[fox1] + [Coxol[Oox1] + [Koxol[Box1] + [ﬁ9x1] + [59x1] = [T‘)xl] (3.20)



Os elementos da matriz de Inércia sdo dados por:

113

121 122 123

Isy Isy Is3
Iey Iez O
0 0 0
0 0 O
0 0 O

I14
L34
I34
Lnq
Is4
Ie4
0
0
0

I1s L6
I35 L6
I3 0
Lis las
Iss Ise
Igs Tee
0 O
0 0
0 O

S OO OO

o

177

o

0

ocg ocococococoo

Os elementos da matriz das constantes de atrito sao:

_Cle + CZe

_CZe
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SO OO OO OO

~
el
O

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
Cor 0
Cor + C3r —Cayp
—Csr Car
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
iy 0
kor + ks —kar
—ksr kst
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Os elementos do vetor Coriolis-centrifugo séo:
- f
f2
f3
fa
fs
fe
0
0

[ 0]
As componentes do vetor gravitacional sdo:

T
Il

— gl_
92

g3
0

Q.
Il

T
S O O OO
L

As componentes do vetor dos torques externos s&o:

~3l
Il
gb’ﬂ
Q

3.3 CABO COM QUATRO ARTICULACOES

Tem-se um cabo de comprimento [, articulado na extremidade fixa e
dividido em quatro partes rigidas de comprimento [, , [, , l5 e [, que s&o conectadas por
trés articulagdes ficticias, conforme mostra a figura 3.3.

Da equacéo (2.26) obtém-se o Lagrangeano do sistema que é dado por:
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L=L +L, +L,+L, +Lg
onde

4 . . .
Ll = ;{% I Rpe (Hbe )2 +% I Roa (Hba )2 +% ITb 9sz _% Kbe (ebe - e(b—l)e )2 _% Kba(eba - e(b—l)a )2 +

1 ) ol |
_E KbT (HbT _e(b—l)T) —Myg Zai +E(1_Cosebe)
i=1

(3.21)

4 I b b | b .
L, ZZ%{Eb {sin 0, cos[ > 0., ]Z; 0., +cos 6, sin(; 0, jebe}

j=1 i i=1 i=1

2
b-1 i i i )
+le[sin 0, cos[ 3 0., JZ 0, +C0s 6, sin(z 0, j@ie }}

| R 0, |0
%{Eb {— sin Hbe Sin(z eia )Z Hia +C0os Hbe COS[Z gia jebei| +

i=1 i=1 i=1

b-1

. . . 2
+le I, {—sin 0, sin(i 0. szll 0, +cos b, cos(i 0. Jéie }}
i= i= i=

i= i=1

tm, |l = T 1,
L, =), —=ysin Qbeé’be—zlllj sing,0, +EITCH4T
j=

0. je }} R |
o Je}} .

4 b b .
L, = % m, {Z l, {sin 0,. cos(z Hia] 6, +cosé,, sin(

b
i=1 i=1 i=1

4
o1 M1, Ib[—sin 0., sin[
2 |

b .
0., }Z 0., +cosb,, cos(

b b
i=1 i=1 i=1

b-1
onde g, =0 e > a =0,quando b —1.

i=1
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articulacées
ficticias

Figura 3.3 Representacdo geométrica do cabo com quatro articulagGes ficticias

Ao aplicar a equacdo de Euler-Lagrange a cada
Lagrangeano, dado a partir da equacdo (2.26), ou seja, as

determinadas:

- %} _% =T, —(Cy +Cy, )8, +C,.0,,

% %]—% =T ppe +Cpobre —(Cpo +Cyo e +Csp s,
%(%]_ 5?9: =T s, —Co,0s, +Cy0,, +C,. 0, —Cu0,,
%[%J_ ;9: =Ty —Cyo 0z +C0b,

d| oL oL

—| —|-—=—=T,, -(c,, +¢,, )0, +C,.0,,
dt aela agla 61 (1 2 ) 1 2a”2

d(| oL oL : : ]
a %j_ aeza :TGZa +C2a91a _(Cza +C3a )0261 +C3393a

a

d L oL ) ) ) )
— | — |- =T,, —Cs,60;, +C;,0,, —C,.0,. +C,.0,,
(803(3] 603a 3 3a”3 3 2 4a™'3 4 4

uma das variaveis do

seguintes equacdes sdo

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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d| oL oL . :

— = __:Ta_ca0a+ca(9a 3.29

dt (%)4&1 594a 4 4aY4 4aY3 ( )
dja _i—T —(cy +Cpp )0 +C,0 0 (3.30)
me 91T Py 91T 017 17 21 V1T 21 Yor :

d( oL oL : : .

—| —— |m-=———=T,1 +C;; 01 —(Cyx +Cy J0,r +C; 0 3.31
me 02T j P ‘92T 02T 21 Yir ( 2T 3T) 2T arYsr ( )
ii—i—T —Coi O +Co 0, —C, 0. +C, 0 (3.32)
me 93T P (93T ar 3T Vst ar Yot 417 Y3r 41 Y471 .

d( oL oL : :

P 0” J P 93T 41 41 Yt 41 Yst ( )
Onde Cle ’ C2e ’ C3e’C4e ;Cla ’ C2a ’ CSa'C4a € ClT ’ CZT ’ CST ’C4T Séo 0s CoeﬁCientes de

atrito devidos aos movimentos angulares de elevagdo, azimute e torcéo,
respectivamente. Os torques externos atuantes nas articulagdes ficticias, T,,,T,. e T,
i=1,2,3,4.

Desenvolvendo-se as equacdes (3.22) a (3.33), obtém-se o sistema de equacdes
diferenciais de segunda ordem dadas pela equacdo (3.8), onde
67=[91e Oze 03e0se 010 020030 Osq 017621 O3r 6’4T]T

O modelo dindmico para quatro elos pode ser representado também

matricialmente da seguinte forma:

[112x12][é12x1] + [C12x12][912x1] + [Ki2x12][012x1] + [ﬁ12x1] + [512x1] = [TIle]
(3.34)



_Cle + CZe
—Cye

[=NelNeloleNololoN oY)

>k1e + kZe
_kZe

(=N eleNeNeloNoNoNe -]
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Os elementos da Matriz de Inércia para 4 elos sdo dados por:

113
123
133

Iis
I35
I35
Iys
I5s
Iss

116
126
136
14-6
Ise

117

0
0
0

I1g
Ig
I3g

0
Isg
I¢g
I7g
Igg

0

SO OO OO

0

0 Iy

0
0
0

S OO OO O OO

o

0 110,10

0
0

0
0

11 ,11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1

0

S OO OO OO OO0O

o

112,12-

Os elementos da matriz das constantes de atrito sdo dados por:

—Cye 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Coe +C3e  —Cze 0 0 0 0 0 0 0 0 0

_CSe C3e + C4e _C4-e 0 0 0 0 0 0 0 0

0 —Che Cue 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 Cia+Cyq —Cyy 0 0 0 0 0 0

0 0 0 _CZa Coq + C3q _C3a 0 0 0 0 0

0 0 0 0 —C3q C30+ Caq —Caq 0 0 0 0

0 0 0 0 0 —Ciae Caq 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 Cip+Cyp —Cyr 0 0

0 0 0 0 0 0 0 —Cyr Cor+Cyr —Car 0

0 0 0 0 0 0 0 0 —Cyr Car+Car —Cur

0 0 0 0 0 0 0 0 0 —Cyr Cyr |

Os elementos da matriz das constantes elésticas sdo dados por:
—kye 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7
ke +kse —kse 0 0 0 0 0 0 0 0 0

_k3e k3e + k4-e _k4e 0 0 0 0 0 0 0 0

0 —ky, k4o 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 kiq +kaq —k2a 0 0 0 0 0 0

0 0 0 —kyq  koq+ kg  —kag 0 0 0 0 0

0 0 0 0 —ks,  kagtkag —kaq 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ~kaq  Kaq 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 hkirtky —kor 0 0

0 0 0 0 0 0 0 —kyr Ko +ksp  —kar 0

0 0 0 0 0 0 0 0 —ksr ks +kar —kar

0 0 0 0 0 0 0 0 0 —kar ko |
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As componentes do vetor coriolis-centrifugo sdo dados por:

-
f2
f3
fa
fs
fe
f7

fs
0

T
Il

0
0
0

As componentes do vetor gravitacional sdo dadas por:
— gl -
92

g3
ga
0

(o)
Il

S OO OO OO0

As componentes do vetor dos torques sdo dadas por:

~3l
Il
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No capitulo IV ¢é apresentada a formulacdo das equacgdes gerais para a formacao
dos elementos dos vetores e matrizes do modelo dinamico do cabo, a partir da criagdo
de algoritmos genéricos que podem prever o crescimento dos vetores e matrizes do
modelo dinamico, para um namero qualquer de elos considerados para a dindmica

estrutural.



CAPITULO IV

EQUACOES GERAIS PARAA FORMACAO DOS
ELEMENTOS DOS VETORES E MATRIZES DO
MODELO DINAMICO
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4.1 Equacdes gerais dos elementos da matriz de inércia

No presente capitulo sdo desenvolvidos os algoritmos genéricos para a geracdo
automatica do modelo dindmico do cabo para um numero qualquer de elos considerados
para a estrutura e, conforme sera visto a seguir, utiliza-se uma linguagem formal de
descricdo de algoritmos. Essa forma de descrever algoritmos facilita suas
implementacdes em linguagens computacionais. Estes algoritmos foram implementados
no Matlab, sendo que os resultados na forma de simulagdes sdo apresentados no
capitulo VI. Uma vez que ndo se dispde de um aparato fisico para uma comprovagao
experimental, estas simulacfes permitem apenas uma analise qualitativa dos modelos
dindmicos.

As equacles analiticas dos modelos para 2, 3 e 4 elos, desenvolvidas no
capitulo anterior, possibilitaram a identificacdo de um padrdo de crescimento genérico
para a matriz de inércia, no caso de se considerar um nimero n de elos. A matriz de

inércia completa é representada na forma:
Ie Ne T
I = [Ia Ng Ta] 4.1)
I, N T

Os indices e, a e t indicam elevacdo, azimute e torcao, respectivamente. I, Ne T
sdo submatrizes quadradas de ordem n, onde n é o nimero de elos rigidos considerados
para representar de forma discreta a flexibilidade continua. Como a matriz de inércia é

simétrica, tem-se que:

I,=NI; I, =TF; N, =TT (4.2)

Portanto, sera dada énfase a obtencdo das submatrizes I, N,, N, Ty, T, € Ty,

sendo que, conforme sera visto posteriormente, estas duas Ultimas sao nula.

4.1.1 Elementos da submatriz I,

Os elementos da submatriz | relativa a elevacéo poderdo ser obtidos a partir do

seguinte algoritmo:
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parai = 1:n,
paraj=1i+ 1l:n,

n
m.
L(i,)) = Ll 7]+mc + Z my || cos 8, cos ;. cos Z Oxa (4.3)
k=j+1 k=i+1

+ sin B;, sin 6, | ;

fim para,
n
m.
I(i,0) = liz TL +m; + Z (mk)];
k=i+1
fimpara,

Os elementos da diagonal principal da submatriz I, coincidem com os
elementos da diagonal principal da matriz completa I, ou seja, 1,(i,i) = I(i,i) para i=1,
..., N. Observa-se ainda que a submatriz I, € simétrica, sendo por esta razdo que a
variacdo i, j da equacao (4.3) descreve apenas 0s elementos da sua diagonal principal e
0S que estdo acima desta.

No caso de considerar-se a parcela de energia cinética rotacional do movimento
de elevacgédo, aos elementos da diagonal principal da submatriz I, serdo acrescidos 0s
momentos de inércia rotacionais sobre 0s eixos transversais aos elos e passando pelos

seus respectivos centros de massa, na forma:

I,(1,0) = 1,(i,0) + Ige; (4.4)

onde Ix,; € 0 momento de inércia rotacional de elevacdo relativo ao elo i.

4.1.2 Elementos da submatriz N,
Observando-se a matriz completa de inércia I, verificou-se que:
1(24) =0 (2elos)

1(3,6) =0 (3elos)
1(4,8) =0 (4elos)

I(n,2n) =0 (nelos)
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Percebeu-se ainda que a submatriz N, apresenta uma duplicacdo de termos obedecendo

a seguinte forma (para uma dada linha, os elementos em vermelho séo iguais):

(1,1) (1,2) (1,3) (L,4) (1,5) (1,6)
21 (22) (23) (24) (25) (26)
31 (32 (33) (34) (35 (3,6)
41 (42) 43) 44) 45) (46)
(5:1) (52) (53) (54) (5,5) (56)
61 (62) (63) (64) (65) (66)

Figura 4.1 Representacdo dos elementos da matriz N, para o caso de se considerar seis
elos.

Os indices na Fig.4.1 se referem a submatriz N,, para o caso de se considerar seis elos,
sendo que o elemento em verde é nulo. Considerando-se esta particularidade da
duplicacdo de alguns termos, a geracdo dos elementos da submatriz de inércia N, € feita

a partir do seguinte algoritmo:

parai = 1:n,
paraj = 1lin,

sei#j,
S=0;
k=j:n,
sek #1i,
sei>k, y=1; senao y=-1; fimse,
v=[ik];
s=S
my
+ Yl | —=—+m.
2
n max(v)
+ Z mg] cos(6;.)sin(Oy.)sin z Oga | (4.5)
g=max(v)+1 g=min(v)+1
fim se,

N (i, ) = I;S;
fim se,
fim para,
fim para,
parai =1:n—1,
N.(i,i) = Ne(i,i + 1);
fimpara,
Ne(n: n) =0;
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Ressalta-se que o elemento N,(n,n) = I(n,2n) = 0.

4.1.3 Elementos da submatriz N,

A diagonal principal da submatriz N, faz parte da diagonal principal da matriz I
e, portanto, a submatriz N, é simétrica. Na formacdo dos seus elementos, existe um
parametro que pode assumir os valores 1 ou 2, dependendo de outros parametros
envolvidos no algoritmo. Este pardmetro possui um algoritmo proprio para a sua
determinacdo e é representado pelo simbolo .

Os elementos da submatriz N, podem ser obtidos a partir do seguinte algoritmo:

parai = 1:n,
paraj =1i:n,
$1=0;
para k = j:n,

n
m
S1=S1+1% Tk+mc+ z mh]sinz(ake);

h=k+1

fimpara,
S2=0;
v =1[ijl;
para k = min(v):n—1,

S3=0;

para g = j:in,

se g >k,
B = calcbeta(i, ], k); (4.6)

$3 =53+ Bl,

>

mgy . .
- +m,+ z m sm(@ke)sm(ege)cos z Ona |;
h=g+1 h=k+1
fim se,
fimpara,
S2 =52+ 1,53;
fimpara,
se (i=n)and (j =n),
S2=0;
fim se,
N,(i,j) =S1+ 82
No(i, D) = Na(i, );
fim para,
fimpara,

Observa-se, portanto, que, em razao da simetria, 0 i variade 1 até n e o j varia
de i até n, de forma que se calcula apenas os elementos da diagonal principal e os acima

desta. Os elementos abaixo da diagonal principal sdo determinados imediatamente antes
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do final da malha de repeti¢do em j, a partir da declaracdo N, (j,i) = N,(i, ).

A funcéo que permite a determinagéo do parametro £ possui a seguinte estrutura:

fungao f = calcbeta(i, j, k)
se(i=1e(G=1ouk=j,

B =2

senao

B=1
fim se,

No caso de considerar-se a parcela de energia cinética rotacional do movimento
de azimute, aos elementos da diagonal principal da submatriz N, serdo acrescidos 0s
momentos de inércia rotacionais de azimute, considerados constantes no formalismo

proposto:

N, (i,i) = No(i,0) + Iggi (4.7)

4.1.4 Elementos das submatrizes T

No formalismo de modelagem proposto (PEREIRA, [24]), consideram-se oS
movimentos de torcdo desacoplados com relacdo aos movimentos de azimute e
elevacdo. Desta forma, as submatrizes T, e T, (e consequentemente I, e N;) sdo nulas,

enquanto que a submatriz T, é diagonal. Portanto, tem-se que:

Te(i, 1) = Jui (4.8)

onde J;; € o momento de inércia de tor¢do sobre o eixo longitudinal do elo i, com i=1,

..., N. Ainda tem-se que:

Tt(n: TL) = Jin + Jtc (49)

com J,. equivalente ao momento de inércia sobre o eixo longitudinal de torgéo da

carga terminal conectada a extremidade livre do cabo.

4.2 Equag0es Gerais para os Elementos do Vetor Coriolis-centrifugo

O vetor de esforgos do tipo Coriolis-centrifugo tem 3n componentes, onde n é o

namero de elos. Porém, as n Gltimas componentes sdo nulas, relativas aos movimentos
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de torcdo. Dar-se-4 énfase, portanto, a determinacdo das primeiras n componentes
(relativas aos movimentos de elevacdo) e das n intermediarias componentes

(movimentos de azimute).
4.2.1 Componentes de Elevacao

As equactes analiticas dos modelos para 2, 3 e 4 elos também possibilitaram a
identificacdo de um padrdo de crescimento genérico para o vetor Coriolis-centrifugo,
para um numero n de elos. Inicialmente o vetor de esforgcos Coriolis-centrifugo é escrito

na seguinte forma:

F(6,0)=1fi fo -~ o fort favz = Fon fones fonez = fnl”  (420)
Nesta subsecdo serd dada énfase & determinagdo das componentes [f; fo .. fal® .
correspondentes aos movimentos de elevacdo. Cada componente f; (i=1,...,n) & escrita
como composta por dois termos, na forma:

_fi = 171 + Uz (411)

A seguinte equacao descreve a obtencédo do termo v, :

n -1 4
m; . .
v = al? TL +m, + Z mg | sin(8;e)cos(6;) Bga Z Ona
g=i+1 g=1 h=g+1
i
1 .
+— 07
|| Z ga
g=1
(4.12)
O parametro a depende do indice i=1,...,n , na forma:
(-1 parai=1;
a= { -2 parai#1; (4.13)

O termo v, possui produtos [;1;, para j # i. Este termo pode ser determinado a partir da
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seguinte expressao:

()

(

iﬁa e
n | maX(lJ) j

+ Z mg> cos(B;e) cos( ¢)sin ga éje Zéga
g=max(i,j)+1

M:

=1 +me

#
— R

].
j

g= m1n(1])+1 g=1

max(l J) j-1

j

1
Bya Z bna +5| 6
g=1 h=g+1

— sign(B) | sin(eje)cos

g= mln(L j)+1

] \

]

|
+ Z 62, | |1 | + lsm(é?w)cos( | IL
J )

(4.14)
O parametro B depende dos indices i e j, ha forma:
(2 para i>}],
p= {—2 para i<j (4.15)

Torna-se importante lembrar que, para a equacdo (14), tém-se as seguintes variacdes:

i=1,...,n; j=1,..,n; paraj # i.

4.2.2 Componentes em Azimute

As componentes em azimute do vetor Coriolis-centrifugo possuem um maior
nivel de complexidade nas suas equacfes genéricas e, portanto, estas equacdes serdo
apresentadas de forma modular, conforme seré exposto a seguir.

Inicialmente promove-se uma mudanca de variavel, de forma a facilitar a

indexacéo das equagdes. Define-se:
Zi = fusi (4.16)

com i=1,...,n. Desta forma, os elementos do vetor Coriolis-centrifugo em azimute

[frs1 fnsz — fonlT serdo equivalentes aos elementos do vetor [z; z, ... z,]T. Define-
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seovetor Z = [z, z, ... z,]7 apartir da seguinte equacao:

Z=R+WP (4.17)
R é um vetor nx1 que contém termos funces dos [, W é uma matriz nxq cujos
elementos séo fungdes dos angulos e das velocidades angulares de azimute e elevacéo e
P é um vetor gx1 que contém produtos do tipo [;l;, para j > i. Conforme j& definido
anteriormente, n € o nimero de elos e g € obtido em fungdo do n de acordo com o

seguinte algoritmo:

q=0;
parai = 1:n,
paraj =i+ 1:n,
q=q+1; (4.18)
fimpara,
fimpara,

Cada elemento R; do vetor R é definido na forma (i=1,...,n):

n n k
m : :
R, =2 Z 12 Tk +m, + Z my | sin(Oxe)cos(Oke) z Oga | Oxe

k=1 g=k+1 g=1
(4.19)
Os elementos P, do vetor P possuem a sequinte definicdo, parau = 1, ..., g
u=0;
parai = 1:n,
paraj =1+ 1l:n,
u=u-++1;
n
m;
Pu =lelj 7+mc+ Z mg ;
g=j+1
fimpara,
fimpara,
(4.20)
A matriz W possui a forma:
W11 0 Wyq
W= [ 5 5 ] (4.21)
Wpi 0 Wpg

Cada elemento da matriz W é formado a partir da soma de trés outros elementos:

Wk,u = ak‘u + bk,u + Ck,u (422)
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Os elementos ay ,, , by ,, € ¢, Podem ser determinados a partir do seguinte algoritmo:

parak = 1:n,
u=0;
parai=1:n-—1,
paraj =i+ 1l:n,
u=u+1;
sej >k,
sei <k,

j
Cku = sin(B;.)sin(6j,)sin Z 6ja 191(:,,91, i,j);
senao
] . .
Cru = Sin(B;e)sin(0j,)sin Z 6ya |92 (56,5(1, i,j);
fim se,
senao
Ck,u = O;

fim se,
se(k=1ou(k=2)e(k<n)e(i=k),

':'34&.

j
by = sin(@ie)cos(eje)cos Z 09a

g=i+1

ga | Oje |5

Q
]
Jy

senao

by = 0;
fim se,
sej >k,

j i
ak,u=cos(9ie)sin(9je)cos Z 09a éga O | ;

g=i+1

Q
Il
[

senao
Ay = 0;
fim se,
Wi = gy + by + Crus
fimpara,
fimpara,
fim para, (4.23)

Existem duas diferentes formas para os elementos cy,, dependentes das funcOes

2 (ﬁe 9:, i,j) ed, (ﬁe éa, i,j), especificadas a seguir.
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J

j-1 j
. . 1 N
9, = — Oy Z bra |+ 2 02, |+ 62 — 62 (4.24)
h

=g+1 g=i+1

i-1 i i

. . 1 . .
9, = — Oy Z bna | +3 Z 62, | + 62 (4.25)
g=1 h=g+1 g=1

4.3 Equacdes gerais para os elementos do vetor gravitacional

O vetor gravitacional s6 tem componentes relativas ao deslocamento em
elevacdo, de forma que sua estrutura é tal que apenas as primeiras n componentes

apresentam valores diferentes de zero:

GO)=[91 92 ~ Gn Gnt1=0 . Gm=0 Goni1=0 - g3, =0
(4.26)

Quando apenas dois elos sdo considerados para representar a estrutura continua,

as componentes de 1 an (n=2) do vetor gravitacional possuem a forma:

g1=14 (% + mz) gsin(64,) (4.27)

g2=1 (%) gsin(6,.) (4.28)

Quando trés elos sdo considerados, as primeiras n componentes possuem a
forma:

g1=14 (% +m, + m3> gsin(64,) (4.29)

g2=1 (% + m3) gsin(0z.) (4.30)

95 =15 (%2) gsin(6s.) (431)

Para quatro elos tem-se:

g1=14 (% +m, + my + m4) gsin(64,) (4.32)
g2 =1 (% +ms + m4) gsin(6,,) (4.33)
gz =1 (% + m4) gsin(6s,) (4.34)

ga=1 (%) g5in(04) (4.35)



Pagina 66 de 153

Observando-se as equagdes para os casos 2, 3 e 4 elos, percebe-se que a geracéo

dos primeiros n elementos do vetor gravitacional obedece a seguinte regra:

m; - )
gi =1 (7 z mk>gsm Bic 4.36

k=i+1

para i=1,...,n.
4.4 Formacéao das matrizes de constantes elasticas e de atrito

As matrizes de coeficientes de atrito e de constantes elésticas obedecem as
mesmas regras de geracdo. Essas matrizes sdo diagonais por blocos, sendo que, em cada
bloco hd uma sub-matriz nxn, onde n é o nimero de elos. O primeiro bloco possui a
sub-matriz relativa aos movimentos de elevacédo, o segundo aos elementos de azimute e
0 terceiro aos elementos de tor¢do. Portanto, essas matrizes podem ser postas na

seguinte forma geral:

K, 0 0 C, 0 0
K=|0 Kk, 0]; c=[0 Ca 0] (4.37)
0 0 K, 0 0 C

As sub-matrizes possuem a mesma estrutura. Tomando-se como exemplo o caso

de se considerar 2 elos, elas possuem as seguintes formas:

g
S @59
e fipte
copree
ot
A (4.43)



Pagina 67 de 153

Quando se considera 3 elos, a sub-matriz relativa ao movimento de elevacao

possui a forma:

kel + kez _kez 0
K, = —Kez key +kes —kes (4-44)
0 _keB ke3

Para 4 elos esta sub-matriz assume a forma:

kei + kez —kez 0 0
—k keo +k —k 0
K. = e2 e2 e3 e3 4.45
¢ 0 _ke3 ke3 + ke4 _ke4 ( )
0 0 _ke4 ke4-

O algoritmo seguinte permite gerar de forma genérica a sub-matriz K,:

parai = 1:n,
paraj = 1lin,
K.(i,j) = 0;
se (i=j)e (i <n),
Ke(irj) = kei t+ keiv1;
fim se,
se (i=j)e (i=n), (4.46)
Ke(i,)) = ke
fim se,
sej=1i+1,
Ke(i'j) = kej;
fim se,
Ke(ifj) = Ke(jf i);
fimpara,
fim para,

O algoritmo (46) se aplica a geracdo de todas as sub-matrizes, tanto de

coeficientes de atrito quanto de constantes elasticas, ja que estas tém a mesma estrutura.

4.5 Aproximagcéo plana para o modelo

Algumas aplica¢Ges subaquéaticas podem permitir uma aproximacao plana para
0 movimento da estrutura flexivel do tipo cabo. Este pode ser o caso, por exemplo, de
algumas estruturas que aparecem na figura 4.2, presas a Terra em uma extremidade e a
grandes inércias quase imdveis em outra extremidade. Este fato motivou o
desenvolvimento de algoritmos genéricos para modelos dinamicos de sistemas flexiveis

com movimento planar. Para tanto, basta que se considere todas as posicOes e
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velocidades angulares de azimute nulas, nas equacdes dos algoritmos genéricos

desenvolvidas neste capitulo anteriormente.

Figura 4.2 Estruturas flexiveis usadas em plataforma de petréleo (Pereira, 2010).

No caso de se considerar o movimento plano, os modelos dindmicos perdem os
graus de liberdade relativos aos movimentos de azimute, ou seja, apenas torcdo e

elevacdo sdo considerados. A matriz de inércia possui a seguinte forma:

e =i 7] @
Onde
L=TI=0 (6.2)
f O algoritmo que permite a obtencéo genérica dos elementos da matriz I, possui a
orma:

parai = 1:n,
paraj =1+ 1:n,

n
m.
L@, )) = Ll 7j+mc + Z my | [cos(8ie — 6;c)];

k=j+1
fim para,
6.3
) 63)
. . m'
I,(i,0) = I? Tl-l- me + Z (M) | + L
k=it+1
fimpara,

Conforme ja definido anteriormente, I,.,; Sd0 0S momentos de inércia
rotacionais de elevacdo. Todas as variaveis e parametros das equacdes do presente

capitulo ja foram previamente definidos anteriormente.
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O vetor de esforcos do tipo Coriolis-centrifugos possui a forma:

F(6,6)=fifo fa fasafasz o fonl” (6.4)
onde
fi=1 Bl %(”) +m, + Z my [—Esign(ﬁ)cos(eie)sin(é)je)
j=1 g=max(i,j)+1
j#i

1 .
+ Esin(ﬁie)cos(ﬁje)] 6,

(6.5)

com i =1,...,n. Ressalta-se que as componentes f,,+1fn+2 - fon Sa0 nulas, pois séo
correlatas aos movimentos de tor¢do. O parametro 8 € obtido a partir da seguinte regra

simples:

(2 para i>],
'8_{—2 para i<j (6.6)

As matrizes de constantes elasticas e de atrito passam a ter as seguintes formas:
_[Ke 07, _[C 0
k=[¢ &l =[5 ©.7

sendo que K., K;, C, e C, continuam com as mesmas regras de criacdo definidas nas
secOes anteriores. O vetor de torques gravitacionais sé depende dos angulos de elevacao
e, portanto, possui também as mesmas regras de criacao.

No capitulo a seguir é realizada uma validacdo de resultados, comparando-se 0s
modelos gerados com os algoritmos genéricos com 0s obtidos a partir do software de
geragdo automatica de modelos.



CAPITULO V
VALIDACAO DE RESULTADOS
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5.1 O Software SIMMODELCAB

Conforme visto no Capitulo Il1, foram desenvolvidos analiticamente os modelos
dinamicos para os casos 2, 3 e 4 elos. A medida que se aumenta o nimero de elos, 0
Lagrangeano do sistema cresce muito, assim como 0 nimero de operagdes matematicas
na aplicagdo das equagdes de Euler-Lagrange. Os algoritmos genéricos desenvolvidos
no capitulo anterior tiveram como base estas equacfes dos modelos desenvolvidas
manualmente de forma analitica no Capitulo Ill. Restava, porém, uma questdo
importante: como garantir que as equagdes dos modelos de 2, 3 e 4 elos estédo corretas,
bem como os algoritmos genéricos, se, considerando-se o tamanho das equagdes,
ampliam-se as possibilidades de se cometer erros? Esta questdo foi esclarecida a
contento fazendo-se uso de um software desenvolvido para gerar de forma automatica
0s elementos das matrizes e dos vetores do modelo dindmico.

Os alunos Adriano Coelho Vieira e Ingrid Faber, do curso de Engenharia de
Computacdo da FURG, desenvolveram um software que gera de forma automaética o
modelo dindmico de cabos, o qual fazia parte do trabalho de final de curso de graduacao
dos alunos (Vieira e Fabber, 2011). Para o desenvolvimento do software eles se
basearam na tese de doutorado desenvolvida por Pereira (2010). Este software recebeu o
nome de SIMMODELCAB e foi desenvolvido no MATLAB, utilizando-se sua toolbox
de manipulacdo simbdlica de varidveis. A figura 5.1 mostra a tela principal do
SIMMODELCAB, tratando-se da sua interface com o usuario. Inicialmente o usuario
escolhe o nimero de elos e imediatamente sdo abertos espacos na interface para que
sejam digitados os valores numéricos dos parametros fisicos do modelo. A figura 5.1
mostra um exemplo para o caso em que trés elos foram considerados.

O procedimento adotado para testar o desenvolvimento analitico dos modelos,
bem como os algoritmos genéricos de geracdo dos modelos, foi baseado na
confrontagcdo numérica com resultados oriundos do SIMMODELCAB. Foram adotados
parametros fisicos para os modelos dindmicos com 2, 3, 4, 5 e 6 elos, assim como
valores numéricos para as varidveis de estado (posi¢bes e velocidades angulares de
elevacdo, azimute e tor¢do). Os valores numéricos dos elementos das matrizes e vetores
dos modelos foram obtidos nos casos: utilizando-se o software SIMODELCAB; a
partir das equacdes analiticas desenvolvidas manualmente no Capitulo I1; utilizando-

se os algoritmos genéricos formulados no Capitulo IV. Conforme visto no Capitulo 11,
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os modelos com as equacges analiticas foram desenvolvidos para 2, 3 e 4 elos, de forma
que ndo ha resultados com desenvolvimento analitico para além de 4 elos. O objetivo
dos testes foi primeiro comparar os resultados entre equacfes analiticas e algoritmos
genéricos até 4 elos, a fim de verificar se os algoritmos genéricos poderiam reproduzir
as equacOes analiticas fielmente. Posteriormente viria o teste de comparar ambos com
os resultados oriundos do software SIMMODELCAB. Finalmente seria feito o teste
mais importante, para avaliar a capacidade dos algoritmos genéricos em prever como
seria 0 modelo nos casos de 5 e 6 elos, ou seja, comparando-se os resultados entre os
algoritmos genéricos e o SIMMODELCAB. Torna-se importante ressaltar que o0s

algoritmos genéricos foram implementados utilizando o software MATLAB.

B SIMMODELCAB S
-

2 ] KN « Bl » g cerero BN
_[000000000000000000]

N - KN

a o [l

Figura 5.1 Tela principal do software SIMMODELCAB, mostrando a interface com o
USUArio.

5.2 Validacéo de Resultados
A Tabela V.1 mostra os resultados para 2, 3 e 4 elos, obtidos com as equacdes
analiticas e com os algoritmos genéricos, especificamente para o caso da matriz de

inércia. Mostra-se a maior diferenca em modulo, isso para todos o0s elementos da matriz

de inércia, calculada sob a forma:

Mdif,e, = max (abs(Meai,j - Magi,j)) (5.1)
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onde Mea é a matriz de inércia obtida com as equacOes analiticas, enquanto Mag
corresponde a matriz de inércia obtida com os algoritmos genéricos (i e j percorrem
todos os elementos da matriz e variam conforme definido na Capitulo V).

Tabela V.1 Comparacdes entre as equacdes analiticas e os algoritmos genéricos,
considerando-se os elementos das matrizes de inércia para 2, 3 e 4 elos.

Nudmero de elos

Diferenca maxima (Mdif,,qx)

2 0
3 2.2204e-016
4 1.7764e-015

A préxima comparacdo refere-se aos elementos do vetor Coriolis-centrifugo.
Mostram-se, na Tabela V.2, as méaximas diferencas entre os vetores obtidos via equactes

analiticas e algoritmos genéricos, na forma:
Fdifmax = max(abs(Feal- — Fagi)) (5.2)

onde i = 1,...,3n, Fea é o vetor Coriolis-centrifugo obtido com as equacdes analiticas,
enquanto Fag corresponde ao vetor obtido com os algoritmos genéricos.

Tabela V.2 Comparagdes entre as equacles analiticas e os algoritmos genéricos,
considerando-se 0s elementos dos vetores Coriolis-centrifugos para 2, 3 e 4 elos.

NUmero de elos (Fdifmax)
2 <e-16
3 <e-16
4 <e-16

Analisando-se as Tabelas V.1 e V.2, percebe-se que praticamente ndo ha
diferencas entre os valores numeéricos, ou seja, 0s algoritmos genéricos sao capazes de
gerar fielmente os modelos dindmicos nos casos 2, 3 e 4 elos, conforme j& era esperado.

As préximas comparacOes sdo realizadas entre os algoritmos genéricos e o
software SIMMODELCAB.

A comparacdo com o SIMMODELCAB justifica-se por que este software ao
utilizar a manipulagdo simbdlica para as derivadas parciais 0 faz sem cometer erros.
Entretanto, introduz erros ao efetuar as derivadas no tempo na aplicacdo das equacdes
de Euler-Lagrange. Porém estes erros sdo pequenos, de forma que, pelo menos até a
quinta casa decimal, os elementos dos vetores e matrizes obtidos com os algoritmos
geneéricos devem coincidir com os obtidos com o SIMMODELCAB.

A exemplo da equacdo (5.1), sdo mostradas, na Tabela V.3, as maximas

diferengas entre os elementos da matriz de inércia, agora obtidos na forma:
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Mdifpa = max (abs(Mscabi,j - Magi,j)) (5.3)

onde Mscab é a matriz de inércia obtida com o SIMMODELCAB, enquanto Mag
corresponde a matriz de inércia obtida com os algoritmos genéricos (i e j percorrem
todos os elementos da matriz e variam conforme definido no Capitulo 1V). Entre
paréntesis, ao lado dos valores numéricos encontram-se as diferencas relativas, obtidas
com a equacao:

max(abs(Mscabi,j—Magi,j))

Mdifmax = (5.4)

max(abs(Mscabi,j))

Tabela V.3 Comparagdes entre 0 SIMMODELCAB e os algoritmos genéricos,
considerando-se 0s elementos das matrizes de inércia para 2 a 6 elos.

Numero de elos Diferenca maxima (Mdif,,qx)
2 1.2919e-4 (2.4109e-6)
3 1.5523e-4 (6.2244e-6)
4 4.1988e-5 (2.9273e-6)
5 6.2928e-5 (6.7657e-6)
6 7.8471e-4 (1.2044e-4)

A Tabela V.4 mostra comparagdes relativas aos vetores Coriolis-centrifugos,
efetuadas entre 0 SIMMODELCAB e os algoritmos genéricos, para os casos 2 a 6 elos.
Mostram-se 0s erros maximos obtidos a partir da expressao:

Fdifpmax = max(abs(Fscabi — Fagl-)) (5.5)
ondei =1,...,3n, Fscab € o vetor Coriolis-centrifugo obtido com o SIMMODELCAB,

enquanto Fag corresponde ao vetor obtido com os algoritmos genéricos.

Tabela V.4 Comparac@es entre 0o SIMMODELCAB e o0s algoritmos genéricos,
considerando-se os elementos do vetor Coriolis-centrifugo para 2 a 6 elos.

NUmero de elos Diferenca maxima (Fdifpqyx)
2 6.1695e-008
3 4.1790e-007
4 1.0241e-007
5 2.6698e-007
6 1.3169e-005

As tabelas a seguir mostram os valores numéricos dos elementos do vetor
Coriolis-centrifugo, para os casos de 2 a 6 elos. Sdo mostrados apenas 0s 2n primeiros

elementos, relativos aos movimentos de elevagcdo e azimute, j& que os ultimos n




elementos sdo nulos (relativos ao movimento de tor¢ao).
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Tabela V.5 Elementos do vetor Coriolis-centrifugo para o caso de se considerar 2 elos.

SIMODELCAB Equacdes Analiticas Algoritmos Genéricos
-0.047453541619934 -0.047453603314999 -0.047453603314999
-0.017130449113871 -0.017130457157967 -0.017130457157967

0.028435438561416 0.028435472898158 0.028435472898158
0.013906572046179 0.013906582867144 0.013906582867144

Tabela V.6. Elementos do vetor Coriolis-centrifugo para o caso de se considerar 3 elos.

SIMODELCAB Equacdes Analiticas Algoritmos Genéricos
-0.066987992274178 -0.066987574370265 -0.066987574370265
-0.042034673566447 -0.042034411225216 -0.042034411225216
-0.016206400228770 0.016206298984023 -0.016206298984023

0.036555633970736 0.036555405907925

0.024727393685976 0.036555405907925 0.024727239365917

0.012161629301066 0.024727239365917 0.012161553358098
0.012161553358098

Tabela V.7. Elementos do vetor Coriolis-centrifugo para o caso de se considerar 4 elos.

SIMODELCAB Equacbes Analiticas Algoritmos Genéricos
-0.083568931341871 -0.083569033754543 -0.083569033754543
-0.062807787358613 -0.062807853505069 -0.062807853505069
-0.039860636566989 -0.039860667436744 -0.039860667436744
-0.016200788002162 -0.016200791705383 -0.016200791705383

0.043388938925433 0.043388991798346 0.043388991798346
0.033792223528367 0.033792259503893 0.033792259503893
0.022863751685256 0.022863770706232 0.022863770706232
0.011309498729053 0.011309504179825 0.011309504179825

Tabela V.8. Elementos do vetor Coriolis-centrifugo para o caso de se considerar 5 elos.

SIMODELCAB Equacdes Analiticas Algoritmos Genéricos
-0.097016326522346 -0.097016593506253
-0.080348163515653 -0.080348361082283
-0.060626453296984 -0.060626577666976
-0.038923375610019 -0.038923432471201
-0.016510716097158 Néo disponiveis -0.016510723140341
0.048662203028694 0.048662337660294
0.041248296123442 0.041248398843573

0.032114848343591 0.032114916324892
0.021764368999681 0.021764403969325
0.010819367093961 0.010819376901983




Tabela V.9. Elementos do vetor Coriolis-centrifugo para o caso de se considerar 6 elos.
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SIMODELCAB Equacdes Analiticas Algoritmos Genéricos
-0.106917165468577 -0.106930334292799
-0.094510777948326 -0.094522434339830
-0.078413890854582 -0.078423578242472
-0.059433694913586 -0.059441053408613
-0.038562123569682 -0.038566911982190
-0.016939545442041 Nao disponiveis -0.016941658923562
0.052139164092733 0.052145584737724
0.046968061200721 0.046973852680504
0.039802682714292 0.039807598609159
0.031008768094989 0.031012605692556
0.021058343823327 0.021060956745708
0.010512332238041 0.010513640979984

5.3 Conclusodes Sobre a Validagao de Resultados

As tabelas apresentadas neste capitulo permitem concluir que:
i) Os algoritmos genéricos reproduzem fielmente as equaces analiticas.
i) As diferencas entre os resultados obtidos com o SIMMODELCAB e os algoritmos
genéricos tendem a aumentar a medida que se aumenta 0 numero de elos. Este fato
deve-se aos erros de truncamento em razdo da grande quantidade de operaces com a
manipulacdo simbdlica de varidveis que o SIMMODELCAB efetua e, principalmente, a
derivacdo numeérica de primeira ordem (método de Euler) que o SIMODELCAB efetua,
por ocasido da derivacdo no tempo para a obtencdo do modelo a partir das equacdes de
Euler-Lagrange.
iii) A conclusdo anterior induz a concluir que os algoritmos genéricos sdo capazes de
gerar os modelos de forma mais precisa do que o software SIMODELCAB.
iv) Apesar de baseados nos modelos (equacBes analiticas) para 2, 3 e 4 elos, 0s
algoritmos genéricos conseguiram gerar de forma correta os modelos para 0s casos 5 e 6
elos, provando assim que de fato sdo genéricos e com poder de previsibilidade de forma
independente do nimero escolhido de elos para representar a dindmica flexivel.

Finalmente, é importante ressaltar que o SIMMODELCAB travou o
processamento para sete ou mais elos, muito provavelmente em razdo do crescimento
das equagdes, gerando assim conflitos de memoria. Acontece que o Lagrangeano
geneérico é derivado primeiro parcialmente com relacdo as posicdes e as velocidades e
depois, estas Ultimas derivadas parciais sdo novamente derivadas com relagdo ao tempo.
A manipulacdo simbdlica de varidveis do MATLAB ndo simplifica bem as equacdes, de

forma que o crescimento enorme das mesmas € inevitavel.
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No proximo capitulo serdo apresentadas simulagbes com os algoritmos

genéricos.



CAPITULO VI
SIMULACOES



6.1 Simulag¢es com o Modelo Completo
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Neste capitulo serdo mostradas algumas simulagfes realizadas com o0s

algoritmos genéricos. O objetivo é verificar se os modelos dindmicos permitem

reproduzir em simulacédo resultados fisicamente esperados.

Os parametros fisicos adotados para 0os modelos estdo na tabela 6.1.

Tabela 6.1 Parametros fisicos adotados para os modelos dindmicos com até 12 elos.

Parametro Valor Numérico Significado fisico
L. 24(m) Comprimento do cabo
N 6,8,12e 16 Numero de elos
1 0.01(m) Raio de cada elo (constante)
m. 7850 (kg/m°) Massa especifica do cabo
me 16(kg) Massa da carga terminal
l; L¢ Comprimento de cada elo
— (m)
m; nrilm, (kg) Massa de cada elo
I M2 1 am? Momento de inércia
12" (kgm”™) rotacional de elevacdo
I, 0.21,(kgm?) Momento de inércia
rotacional de azimute
I M 2k am? Momento de inércia
2 i (kgm”) rotacional de torgdo
k, 5nEI (Nm Constante elastica de
s L (7a) elevagio
E 8e10 (Nm?) Madulo de Young
Inércia da secéo reta
! an{* (m*) ¢
kg Zero Constante elastica de azimute
k; 25K, (11_21) Constante elastica de tor¢do
Ce 33 Nms Coeficiente de atrito
" a estrutural de elevagdo
Ca 33 Nms Coeficiente de atrito
" ( rd estrutural de azimute
Ct 0.83 Nms Coeficiente de atrito
0N 7 estrutural de torc&o
: —
Cy 200(Ns2 Coeficiente de arrasto
(mz) hidrodindmico
E. 0.95m..g (N) Empuxo da carga terminal

As simulacdes foram efetuadas aplicando-se um torque de elevagdo equivalente

a 40 Nm, outro de azimute equivalente a 20Nm (ap06s 0s primeiros 2 s) e um outro de

torcdo, igual a 20 Nm. Os torques foram aplicados na ultima articulacéo. Para todas as

simulacdes desta secdo, 0 movimento € plano nos primeiros dois segundos. Apés este

tempo, o torque de azimute é aplicado e 0 movimento do cabo passa a ser no espaco.

Este tipo de simulacdo foi adotado por ser semelhante ao caso de um veiculo
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subaquatico do tipo ROV conectado ao ultimo elo, atuando como carga terminal e
aplicando torques na Ultima articulag&o.

As figuras 6.1 a 6.6 mostram os resultados de uma simulagéo considerando-se a
estrutura dividida em seis elos. As figuras 6.7 a 6.12 mostram resultados para oito elos,
da 6.13 a 6.18 para doze elos e da 6.19 a 6.24 para dezesseis elos. Observa-se que, em
todos os casos, o0s Ultimos elos sdo os que alcangam maior amplitude de deslocamento.

Este comportamento j& era esperado em razdo dos torques serem aplicados
diretamente sobre o Gltimo elo. A movimentacdo dos demais elos acontece em razéo do
acoplamento dinamico.

As figuras 6.25 a 6.29 mostram uma simulagdo com oito elos e condigdes
idénticas as utilizadas anteriormente, mas anulando-se todos os torques apoOs 16s.
Percebe-se que 0s movimentos em azimute tendem a se estabilizar nas posi¢oes
angulares do instante em que os torques foram desligados, devendo-se este fato as
constantes elasticas consideradas nulas em azimute. Os angulos de elevacdo tendem a
voltar para os valores nulos, de forma amortecida e este amortecimento serd tdo maior
guanto maiores forem coeficientes de arrasto hidrodinamico considerados.

E importante ressaltar que o tempo de simulacdo cresce muito na solugdo
numeérica do modelo dindmico para dezesseis ou mais elos: Foram 4 horas de
processamento para 16s de simulacdo, trabalhando-se em um PC, Pentium® CPU
G2030 3GHz, 2Gb(RAM) . Verificou-se que, a medida que se adota um ndmero maior
de elos para um mesmo comprimento de cabo, o determinante da matriz de inércia se
aproxima cada vez mais de zero e, como esta matriz precisa ser invertida na solugéo
numérica das equacdes diferenciais do modelo dindmico, isto acarreta maior dificuldade
para a integracdo numeérica. Utilizou-se a funcdo ODE45 do MATLAB, cujo integrador
é um Runge-Kutta de quarta ordem com ajuste automatico do passo de integracdo feito
em funcdo da estimativa do erro local de truncamento em cada passo. Um determinante
muito pequeno acarreta uma diminuicdo excessiva do tamanho do passo de integracao
no ajuste automatico, sendo esta a principal razdo do acréscimo significativo do tempo
total de simulacdo. Quando se aumenta o comprimento do cabo, por exemplo, o
determinante da matriz de inércia volta acrescer e a integragdo numerica é realizada
com maior facilidade.

Deve ser ressaltado ainda que foram realizadas simulagdes com o software
gerador automatico de modelos (SIMMODELCAB), com 0s mesmos parametros das

realizadas nesta secdo e que os resultados s8o muito semelhantes. Porém, o
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SIMMODELCAB néo consegue gerar o modelo dinamico para além de seis elos.
Conforme ja explicado anteriormente, este software, desenvolvido no MATLAB, usa a
toolbox de manipulagdo simbdlica e esta ndo simplifica muito bem as equacdes, que
crescem muito com o aumento do numero de elos, fato que pode acarretar o travamento

do processamento em razao de problemas de memdria do computador.

angulos de elevacao (rd)

0.2¢
0.15 —e€elo1l
—elo2
—e€lo3
0.1 ~— elo4
—  elob
elo 6
0.05 /
/H P S \
0k —
-0.05° - - - - -
0 2 4 6 8 10 12 14 16
tempo (s)

Figura 6.1 Angulos de elevagio em simulag&o com seis elos.
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angulos de azimute (rd)
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Figura 6.2 Angulos de azimute em simulag&o com seis elos.
pos. ang. de torcao (rd)
07 F o o T o
elo1
0.6 elo 2
' elo 3
elo4
0.5 [ elo5 ||
/ elo 6
0.4 “/ y \ a
[ \
‘ \‘ \
| /1 ‘I f \ / M~
N U
/ N P I~ L
/ S o

TN

A
01 | /r’ N o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
tempo (s)

o T~

Figura 6.3 Angulos de torgio em simulago com seis elos.
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posicdo x
1¢
| T
0.5
0F s - - - -
0 2 4 6 8 10 12 14 16
posicéo y
2¢ r
J—/—’_’_/_,_, H
2t r r r r r
0 2 4 6 8 10 12 14 16
posicéo z
24.1¢
24
h | —
0 2 4 6 8 10 12 14 16
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Figura 6.4 Posic0es x, y e z da carga terminal, em simulagdo com seis elos.
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-23.9 4
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Figura 6.5 Trajetoria espacial da carga terminal, em simulagdo com seis elos.
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dngulos de azimute (rd))

tempo (s) oo elo tempo (s) L

elo

Figura 6.6 Superficies com os angulos de elevacdo e azimute, para seis elos.

elol angulos de elevaco (rd)
0.3 elo 2 r
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Figura 6.7 Angulos de elevacdo em simulac&o com oito elos.
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angulos de azimute (rd)
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Figura 6.8 Angulos de azimute em simulag&o com oito elos.
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Figura 6.9 Angulos de torcio em simulag&o com oito elos.
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Figura 6.10 Posigdes X, y e z da carga terminal, em simulagdo com oito elos.
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Figura 6.11 Trajetoria espacial da carga terminal, em simulag&o com oito elos.
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Figura 6.12 Superficies com os angulos de elevacao e azimute, para oito elos.
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Figura 6.13 Angulos de elevagio em simulagio com doze elos.
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Figura 6.15 Angulos de torgio em simulagdo com doze elos.
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Figura 6.14 Angulos de azimute em simulag&o com dez elos.
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Figura 6.16 Posigdes X, y e z da carga terminal, em simula¢do com doze elos.
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Figura 6.17 Trajetoria espacial da carga terminal, em simulagdo com doze elos
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Figura 6.18 Superficies com os angulos de elevacao e azimute, para doze elos.
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Figura 6.19 Angulos de elevagio em simulagio com dezesseis elos.
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Figura 6.20 Angulos de azimute em simulagio com dezesseis elos.
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Figura 6.21 Angulos de torgio em simulagio com dezesseis elos.
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Figura 6.22 Posigdes x, y e z da carga terminal, em simulagdo com dezesseis elos.
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Figura 6.23 Trajetoria espacial da carga terminal, em simulagdo com dezesseis elos.
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Figura 6.24 Superficies com os angulos de elevagdo e azimute, para dezesseis elos.
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Figura 6.25 Angulos de elevacio com torques desligados a partir dos 16 s.
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Figura 6.26 Angulos de azimute com torques desligados a partir dos 16 s.
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Figura 6.27 Posi¢éo do centro de massa da carga terminal, com torques desligados a
partir dos 16 s.
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Figura 6.28 Trajetoria espacial do centro de massa da carga terminal, com torques
desligados a partir dos 16 s.
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Figura 6.29 Superficies com os angulos de elevacéo e azimute, para torques nulos a partir de
16s.
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6.2 Simulagdes com a Aproximacao Plana para o Modelo

A simulacdo apresentada a seguir foi realizada considerando-se dezesseis elos,
aplicando-se um torque de elevacdo de 40 Nm e um de tor¢do de 20 Nm, ambos na
ultima articulacéo. As figuras 6.30 e 6.31 mostram os angulos de elevacédo, sendo que
no caso da figure 6.31 as curvas estdo juntas formando uma superficie 3D. Percebe-se
que o ultimo elo, de numero 16, é o que de fato tem a maior amplitude de deslocamento,
conforme ja esperado, pois € nele que incidem os torques diretamente. A figura 6.32
mostra as trajetdrias do centro de massa da carga terminal, na qual se percebe que sé ha
movimento em Y e em Z. A trajetoria do centro de massa no espa¢o pode ser vista na
figura 6.33, na qual se pode verificar que, conforme ja esperado, 0 movimento ocorre no
plano YZ. A figura 6.34 mostra os angulos de torcéo e percebe-se que a maior amplitude
de deslocamento ocorreu no ultimo elo. Uma vantagem da aproximacdo plana para o
modelo é a possibilidade de se dividir a estrutura flexivel em um ndmero maior de elos,

sem gerar instabilidade numérica na solucédo das equacdes diferenciais da dinamica.

elo 11 angulos de elevacao (rd)
0.35 elo 12 r F
elo 13
0.3 elo 14
elo 15
elo 16
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0.05 ] \
0 ==
—_————
0.05° ' ; ' - - ‘
0 2 4 6 8 N

tempo (s)

Figura 6.30 Angulos de elevagéo, considerando-se uma aproximacao plana para a dindmica com
16 elos.
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Figura 6.31 Aspecto 3D unindo os deslocamentos em elevagéo de todos os elos.
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Figura 6.32 Posicdes x, y e z da carga terminal, em simulagdo com 16 elos e aproximacéo plana
para a dindmica.
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Figura 6.33 Trajetoria espacial da carga terminal, em simulagéo com 16 elos e aproximagao
plana para a dindmica.
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Figura 6.34 Angulos de tor¢ao, considerando-se uma aproximagao plana para a dinamica com
16 elos.
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7. Conclusdes

Neste capitulo apresentam-se as conclusdes gerais obtidas nesta dissertacdo e
ainda se indicam sugestdes para trabalhos futuros. E importante mencionar que todos os
desenvolvimentos matematicos contidos neste trabalho relativos a modelagem dinamica
do cabo para os casos de 2, 3 e 4 elos foram feitos manualmente, ou seja, sem o auxilio
de softwares de manipulagdo simbdlica. O motivo para isto é que, o software testado
(SIMODELCAB), ndo se mostrou muito eficiente com relacdo as simplificacbes para a
devolucdo do resultado final. Considerando-se o tamanho das equacfes obtidas no
capitulo 3 foi necessario utilizar softwares apenas para garantir que estas equacdes
estavam corretas.

Conforme j& comentado no capitulo de introducdo, ndo se encontrou, entre 0s
trabalhos consultados, muitos trabalhos semelhantes a este. A grande maioria dos artigos
aborda técnicas baseadas em elementos finitos ou diferencas finitas, sem dar énfase a
modelagem dindmica, principalmente em trés dimensoes.

Neste sentido, a presente dissertacdo pretende ser uma contribuicdo para futuros
usuarios que necessitem desenvolver trabalhos relacionados com a modelagem
dindmica de estruturas flexiveis do tipo cabo, tanto no plano quanto no espaco, a partir
de técnicas que fazem uso do formalismo discreto, com o auxilio de algoritmos
genéricos, sem se preocupar com o numero de elementos que se desejar dividir a
estrutura.

Diversas conclusbes sobre as teorias desenvolvidas na presente dissertacdo ja
foram apresentadas ao longo dos capitulos. Apresentam-se, entretanto, resumos sobre as
principais conclusfes extraidas de todo o trabalho realizado, acrescidas de comentarios
com o objetivo de esclarecer melhor a interpretacdo dos resultados.

No capitulo 11, apresenta-se o desenvolvimento tedrico do formalismo discreto
(Lumped Mass Approach), onde o cabo é dividido em partes rigidas, que sdo chamadas
de elos, conectados por articulacGes ficticias, permitindo trés movimentos livres de
azimute, elevacdo e torcdo no espaco tridimensional. As coordenadas do centro de
massa e das articulagfes ficticias para cada elo sdo determinadas por transformacdes
homogéneas. Assim, desenvolve-se uma Unica equacao capaz de montar o Lagrangeano
do sistema de forma simples, independentemente do nimero de elos que se deseje

dividir a estrutura.
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No capitulo Il foi desenvolvida a modelagem dindmica do cabo para os casos
em que a estrutura é dividida em dois, trés e quatro elos e, a partir das equacGes de
Euler-Lagrange, determinaram-se os sistemas de equacdes diferenciais ordinarias para
0s trés modelos. Considera-se um cabo de comprimento [, articulado em uma
extremidade e livre na outra. Cada elo tem comprimentos [;, sendo i = 1,2,3,...,n e
estes elos sdo conectados por articulagdes ficticias. As equacdes dos modelos foram
desenvolvidas manualmente de forma analitica e a medida que se aumenta o nimero de
elos, o Lagrangeano do sistema cresce muito, assim como o nimero de operagdes
matematicas na aplicacdo das equacGes de Euler-Lagrange.

O capitulo IV apresenta a formulacdo de algoritmos genéricos a partir das
equacOes gerais desenvolvidas no mesmo capitulo. Foram feitas analises sobre como
acontece o crescimento das matrizes e vetores dos modelos dindmicos, para 0s casos de
se considerar 2, 3 e 4 elos e estas analises permitiram a criacdo dos algoritmos
genéricos. Estes algoritmos permitem gerar de forma automaética os elementos que
formam as matrizes e os vetores do modelo dindmico, para o caso geral de um nimero n
de elos, sendo esta a principal contribuicdo inédita da presente dissertacao.

No capitulo V séo apresentadas as validacfes dos resultados obtidos pelos
algoritmos genéricos. Estes algoritmos foram gerados tendo-se como base as equagdes
analiticas dos modelos, desenvolvidas no Capitulo I1l. A questdo inicial era saber se 0s
algoritmos reproduziam fielmente as equacfes analiticas, o que de fato ficou
comprovado. Posteriormente viria o teste mais importante, tratando-se da confrontagédo
entre os resultados advindos dos algoritmos genéricos e do software SIMMODELCAB.
A analise das comparacdes permitiu comprovar que os algoritmos genéricos propostos
permitem gerar de forma automatica modelos para qualquer que seja 0 nimero de graus
de liberdade escolhido para o modelo dindmico do cabo.

E importante lembrar que o SIMMODELCAB travou 0 processamento para
sete ou mais elos, muito provavelmente em razdo do crescimento das equacdes, gerando
assim conflitos de memdria. A manipulagdo simbolica de variaveis do MATLAB néo
simplifica bem as equacOes, de forma que o crescimento enorme das mesmas &
inevitavel.

No Capitulo VI sdo apresentadas algumas simulacfes realizadas com 0s
algoritmos genéricos para verificar se 0s modelos dindmicos permitem reproduzir em
simulacdo resultados fisicamente esperados. Foram realizadas simulagdes com o0 modelo

completo considerando-se 6, 8, 12 e 16 elos. Observou-se que, em todos 0S casos, 0S
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ultimos elos sdo os que alcancam maior amplitude de deslocamento.  Este
comportamento ja era esperado em razdo dos torques serem aplicados diretamente sobre
0 ultimo elo. A movimentagdo dos demais elos acontece em razdo do acoplamento
dinamico. E importante ressaltar que o tempo de processamento das simulacdes cresce
muito com o acréscimo do numero de elos. O determinante da matriz de inércia se
aproxima de zero quando se amplia muito o nimero de elos para um mesmo
comprimento de cabo. Essa matriz precisa ser invertida na solu¢gdo numérica das
equacOes diferenciais do modelo e isso pode gerar instabilidade numérica. Quando se
aumenta o comprimento total do cabo conservando-se o nimero de elos, por exemplo, 0
determinante da matriz de inércia volta a crescer e a simulacdo numérica volta a ser
feita com maior facilidade.

Finalmente, pode-se considerar que o problema estudado aqui pode ser
adaptado a diversos problemas de aplicacdo, conforme visto na introducdo, como por
exemplo, em Sistemas de Producdo Flutuantes compostos por dutos de petréleo, cabos
de ancoragem, entre outros. Como continuacgdo futura do presente trabalho, pretende-se
realizar estudos visando a aplicacdo da teoria desenvolvida a problemas reais no
ambiente subaquatico, tais como cabos umbilicais utilizados em veiculos do tipo ROV,
cabos de ancoragem, etc. Pretende-se realizar estudos no sentido de se identificar qual o
namero ideal de elos para representar de forma discreta a flexibilidade continua, em
alguns casos especificos de aplicacdo. Pretende-se ainda programar os algoritmos
genéricos em codigo paralelizavel ou escrever os algoritmos de forma a facilitar em

paralelizacdo dos codigos.
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I. TRANSFORMACOES HOMOGENEAS

Para uma estrutura flexivel do tipo cabo, onde sua extremidade superior é fixa e
aoutra é livre, torna-se necessario conhecer a orientagdo e a posicdo da parte livre, a fim
de definir univocamente os movimentos do cabo no espaco.

A orientacdo da extremidade livre é definida por meio de rotacdes puras e a
posicdo por translagdes. Considera-se na modelagem dindmica o cabo dividido em
partes rigidas chamadas elos, conectados por articulag@es ficticias. O movimento do
cabo é obtido pela composicdo dos movimentos de cada elo em relagcdo ao elo anterior
como uma cadeia articulada.

Para conhecer a posi¢do da extremidade livre do cabo € necessario associar a
cada articulacdo um sistema de eixos coordenados e, com o propésito de posicionar este
sistema de forma sistematica, sugere-se neste trabalho, a utilizacdo de matrizes
homogéneas de transformacéao entre sistemas.

Um vetor do espaco real tridimensional, em coordenadas homogéneas, é
representado por um vetor no espago de quatro dimensdes. Para simplificar o tratamento
algébrico das operacbes de rotacdo e translacdo define-se uma matriz 4x4, na qual
ambos os operadores estdo representados. A matriz de transformacdo homogénea
permite efetuar uma transformacédo de coordenadas entre dois referenciais. A seguir sera
utilizado o formalismo descrito por LOPES [17], para determinar uma matriz de

transformacdo homogeénea.
1.1 MATRIZ DE ROTAC;AO

Os referenciais cartesianos x,vyz, € x;1y,2; tém a mesma origem no ponto O,
sendo que o referencial x,y,z, encontra-se fixo e o referencia x,y,;z; pode girar em
relacdo a x,y,z, como mostra a Figura I.1. Pode-se considerar fisicamente, x;y;z;

como estando apoiado em um corpo.
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p— > Yy
K
xu/
Figura 1.1 Representacdo de um referencial fixo xy,z,, € de um movel x;y;z; .

— - -

Considere os vetores unitarios i, , j, , k, segundo o eixo do referencial

XoYoZo € I, ], . K, segundo o eixo do referencial x,y,z,. As coordenadas de um
ponto P, no espaco, podem ser expressas em relagdo a x,y,z, e em relagdo a x,y,z,,
respectivamente por

pXOyUZO :[pxo pyo pzo ]T (Il)
r)xlylzl :[pxl pyl pzl]T' (IZ)

Da defini¢do de componentes de um vetor, tem-se:
Buy, = Puhy + Py Iy, + P K (1.3)
onde p,,p, ,p, representam as projecdes de p segundo os eixos ox,, oy, € oz,. Entao,

utilizando-se a definicao de produto escalar e a equacdo (1.3), tem-se:

p, =1, -P=0, -(p,i Xl+pleyl+pzlkzl)=(x xl)pxl G, -3, )p, +(, -, Jo,
p, =1, =1, (P +p, 1, + P.K &)=, T )p, + (0, 7,00, + (i, K, )b,
p, =K, - P=K, -(pT, +p, 1y, + 0Ky )= (K, T oy + (K, - T, Jos, +(K,, <K, )b,
(1.4)
ou na forma matricial
R S P M
Py, |=[1y, "1y, Jyl Iy, Ky | Py, (1.5)
P, | |k, B Ky T, Kk, | Py

Pretende-se determinar a transformagao matricial r =x¥= R_ - que converte as

coordenadas de P expressas em relagdo ao sistema de referéncia x,y,z,, P

X Y1z !

nas

coordenadas de P expressas em relacéo ao sistema de referéncia x,y,z,, P, depois

XoYoZo !

do corpo no referencial x,y,z, ter sofrido uma rotagéo. Ou seja,
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r).Xoyozo =R rjX1y121 ! (|6)
onde
rXO 'Txl i;(o : jyl r)(0 * kzl
R= jyo ‘ixl jyo 'jY1 jyo 'kll (l?)
kZO .ixl kZO jyl kZO .kz1

Perceba que as colunas da matriz R representam as coordenadas dos eixos

principais do referencial x,y,z, em relagdo ao referencial X,Yy,z,, isto &, representam
0s co-senos diretores dos eixos do referencial x,y,z, em relagdo ao referencial x,y,z,.
Assim, a matriz R representa a orientagdo do referencial x,y,z, em relagéo ao
referencial x,Y,z,.

De modo semelhante podem ser obtidas as coordenadas de P, a partir das

coordenadas de P, por

XoYoZo

Puyir = Q Proyos (1.8)
ou seja
p. | LB B0, Tk, [,
Py, | = 1y1 ’rxo 13'1 ’ J7yo 1y1 'Ezo Py, (1.9)
p,, k, 1, K, 0y, koK | P,
onde
TR W TR Y |
Q= iyl Iqxo iyl ' J7y0 Iyl 'Ezo (1.10)
K, b, K, o0y, K, ok,

Dado que o produto escalar é comutativo, de (1.7) e (1.10) obtém-se que:

Q=R (1.11)

QR=1, (1.12)

onde 1, representa a matriz identidade de dimensdo 3x 3. Portanto, tem-se

Q=R*'=R", (1.13)

As matrizes R e Q s3o ortogonais. Sendo os vetores i, , j, . k, e i, ], .k, unitarios,

as transformacOes representadas pelas equagdes (1.6) e (1.8) s&o consideradas
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transformacdes ortonormais.
Desta forma podem ser determinadas as transformacgOes que representam as

rotagbes do referencial X;y,z, em relacdo aos eixos do referencial X,y,z,. Se 0

referencial X,Y,z, sofrer uma rotagdo de um angulo « em rela¢do ao eixo 0x,, entdo o
T ~ N , -

ponto P, de coordenadas [p, P, P,] em relagdo & x,y,z,, terd diferentes

T ~ N ~
coordenadas [P, P, P, ] em relagdo & x,y,z,. A transformagéo R, . Chama-se

matriz de rotacdo em relagédo a Ox, de um angulo « (Figura I.2) e pode ser determinada
a partir dos conceitos desenvolvidos anteriormente. Assim, obtém-se:

rjxo)’ozo = Rxo,a rjxlylz1 (|14)

com i, =i, lembrando-se que a definicdo do produto escalar é dada por

a-b= |é”b‘c03a, sendo « 0 angulo entre os vetores d e b, tem-se:

Y PR P P -k} 1 0 0
Ry o= IR P I I 'ifﬁ =10 cosa -sina (1.15)
Ky b Ky, o0y, Ky oKy 0 sina cosa

*
o = 90"

Figura 1.2 Rotacéo do corpo rigido da Figura 1.1 de um angulo @ em relagdo ao eixo 0x,.

As matrizes de rotacdo de um angulo ¢ em relagdo ao eixo 0y, e de um angulo 6

em relagdo ao eixo 0z, podem ser obtidas de modo semelhante, como mostra as Figuras
1.3e 1.4.
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cosg 0 sing cosg -sind O
R,,=| 0 1 0 |eR,,=|sind cosd O (1.16)
—sing 0 cos¢ 0 0 1

As matrizes R R, , € R, , sdo identificadas como rotagdo basicas ou

Xg,a ! Yo.# 24,0
elementares.
“n z,
F 3 &
=
1
i
= XD .,-= o
Fo K

Xy

1y

Figura 1.4 Rotacdo do corpo rigido da Figura I.1 de um angulo 0 em relacdo ao eixo OZO.
12 COMPOSICAO DE MATRIZES DE ROTACAO

Na secdo anterior foi obtida uma representacdo matematica da rotacdo de um
referencial X,Yy,z, em relagéo a cada um dos eixos de um referencial fixo X,y,z,.
Se o referencial X;y,z,, inicialmente alinhado com Xx,y,z,, sofrer uma

sequéncia finita de rotacbes em torno desses mesmos eixos, entdo essa sequéncia pode
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ser representada através de um produto de varias matrizes de rotacéo basicas.

representa a rotacdo do referencial

[24

Por exemplo, a matriz R=R, ,R, ,R,
X, Y;Z, de um angulo « em relagéo ao eixo 0x,, seguida de uma rotacdo de um angulo
@ em relagdo ao eixo 0z, e, por Ultimo, da rotacdo de um angulo ¢ em relagdo ao eixo

0y, . A ordem pela qual sdo efetuadas as rotacGes é importante, pois o produto de

matrizes em geral ndo é comutativo.
1.3 TRANSFORMACOES HOMOGENEAS

Para transformacdes que incluam informacGes sobre rotacdo, translacéo, fator de
escala e efeito de perspectiva o conceito de transformacdo homogénea torna-se Util no

seu desenvolvimento.

Se a um dado vetor Pp=[p, P, pZO]T, no espaco tridimensional, é
acrescentada uma quarta componente, de modo a p ser transformado em
f):[wpx0 wp, wp, w]", diz-se que p esta expresso em coordenadas homogéneas.

Em geral, a representacdo de um vetor n-dimensional por um vetor (n+1)-
dimensional, chama-se de representacdo homogénea. Inversamente, obtém-se o vetor n-
dimensional da sua representagdo em coordenadas homogéneas dividindo-se as

coordenadas do vetor (n+1)-dimensional pela componente de ordem (n+1). Assim, no

espaco 3D, um vetor F)=[pXO Py, pzo]T é representado pelo vetor aumentado
p=[w P, WP, WP, W]" verificando-se as relagdes
WP, _ WPy, WP,

pxo:W’pYO W epzozw

(1.17)

N&o existe uma representacao Gnica para um vetor em coordenadas homogéneas.

. A T A T
Assim, P, =[w, Py, WPy, WP, w,] ou P, =[w, Py, WPy, W, P, w,]" podem ser
consideradas representacdes validas para o vetor f)=[Px0 Py, pZO]T. Desta forma a

guarta componente, w, funciona como um fator de escala. Se o fator de escala w = 1,

entdo as componentes fisicas do vetor sdo iguais as componentes em coordenadas
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homogéneas.

Uma matriz homogénea 4x4 pode ser considerada composta por quatro

submatrizes:

etz 1 veior
I

T Rz 1 Paa | retacdo L pasicdn
7 17| |efeitade | fator

. |
perspectiva | escala

(1.18)

A matriz de rotagdo é representada pela submatrizR, ,, isto €, a orientagdo do
referencial movel em relacéo ao referencial fixo, a submatriz p,, representa o vetor da
origem do referencial fixo, a submatriz f, , representa o efeito de perspectiva e o quarto
elemento da diagonal principal representa o fator de escala.

A matriz de rotacdo 3x 3 pode ser aumentada para 4x4, transformando-se

assim numa matriz homogeénea, T,.,, representando apenas a operacéo de rotagao. Deste

rot?
modo, as matrizes de rotacdo nas equacOes (1.15) e (I.16), escritas em termos de
matrizes homogeéneas sao:

1 0 0 l 0

0 cosg —sme |0
?ﬁ],.,l?i:

. |
0 sna cosa 0

00 0 |1 (1.19)
cosg 0 sin;?ﬁ':[:l
0 1 0 10
97| Jn g 0 cosd 10
SR !
(1.20)
cosd —an & D:U
sn & cozd 00
w21 0 1,0
0 o0 ot
(1.21)

As matrizes em (1.19), (1.20) e (1.21), sdo as matrizes de rotacdo homogéneas
basicas.

Por outro lado, os trés primeiros elementos da quarta coluna da matriz de
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transformacéo homogeénea representam a translacdo do referencial X;y,z, em relagéo ao
referencial X,y,z,. Assim, X,;Y,Z, tem eixos paralelos ao referencial x,y,z,, mas a
sua origem encontra-se deslocada de (xol,yol,zol) deste referencial. A matriz

homogénea de translacao basica ou elementar é dada por:

(1.22)

Em resumo, uma transformagdo homogénea converte um vetor expresso em
coordenadas homogéneas em relacédo a um referencial X,y,z,, num vetor expresso em
coordenadas homogéneas em relagdo a um referencial x,y,z,. Ou seja, uma matriz

homogénea representa a situacdo ou posicdo generalizada de um referencial mével em

relacdo a um referencial fixo. Isto ¢, com w=1, tem-se:

r:\)xoyoz0 =T rjxlylz1 (|23)
onde
_ |I-?'x.,_
|
| 2
_ RM | .
T= | Pz,
_____|__
0 0 011 |
(1.24)

14 COMPOSICAO DE TRANSFORMACOES HOMOGENEAS

Para representar uma sequéncia finita de transformacGes homogéneas,
multiplicam-se sucessivamente as transformagdes homogéneas bésicas, de modo a obter
a matriz de transformacédo global. Como a multiplicacdo de matrizes em geral nao é
comutativa deve-se levar em conta a ordem pela qual se fazem as transformacdes
bésicas.

Para determinar a matriz de transformacdo global as seguintes regras devem ser
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consideradas:
- inicialmente ambos os referenciais coincidem, logo a matriz homogénea

serd a matriz identidade 4x4;

- se o referencial X;Y,z;, sofrer uma rotagéo/translacdo em relagédo a um
dos eixos principais de X,Y,z,, entdo se deve pré-multiplicar a matriz calculada pela
matriz homogénea bésica apropriada (equagdo 1.19 e 1.22);

- se o referencial X,Y,z, sofrer uma rotagdo/translacdo em relagdo a um

dos seus eixos principais, entdo a matriz calculada até esse momento deve ser pos-

multiplicada pela matriz homogénea basica apropriada (equagéo 1.19 e 1.22).



APENDICE A
Elementos das matrizes e vetores
para os casos de dois, trés e quatro elos.
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APENDICE A.1
CABO COM DUAS ARTICULACOES

Elementos da matriz de inércia | sdo os seguintes:

L, =1 ( +m, + mc) + Ip1e

m
I, =111, (72 + m,)[cos 0, cos 0,, cos O,, + sin B, sin 6,,]

m
I3 = —lllz(Tz + m¢)[sin B, cos B, sin G,,]
Ly = —lllz( 2 + m,)[sin 6, cos B, sin B,
Iis =16=0

I, =1 lz( 2+ m.)|[cos 8, cos O,, cos B, + sin B, sin 6,,]
m,
I, = l% (_ +me) + Irze

I3 = lllz( 2+ m,)[sin 8,, cos 6,, sin 0]
Iy =I5 = 126 =0

I3, = —1 lz( 2+ m,)[sin 0,, cos 0, sin 0,,]

I3, = L1, (72 + m.)[sin 6;, cos 0, sin 6,,]
my .

Ii; =12 (T +m, + mc) sin? 0,

+ 12 (T + mc) sin? 0,, + 21,1, ( + mc) sin 6;, sin 8,, cos O,,

+ Ir1a

m m
L, =12 (Tz + mc) sin? 0,, + 11, (72 + mc> sin @, sin 0, cos B,
Izs =136 =0

m; : .

I, = L1, (7 + m.)[sin 6,, cos 6, sin 6,1
142 == 0

m m
I3 = 12 (Tz + mc) sin? 0,, + 1,1, ( 22 + mc) sin @, sin 85, cos B,

m
Ly = 13 (Tz + mc) sin? 0, + Iz,

Iys = Iy =I5y = Isp = Is3 =154, =0

Iss = Iq

Is¢ = Igqy = Ioy = lg3 = lgq =I5 =0
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leg = U7z + Irc)

Os elementos da matriz das constantes de atrito C sao:
C11 = Cie + Cpe;C1p = —C3e; Cy3 = (14 = C15 = C16 = 0;
C21 = C12:C5 = Cyp; (3 = (y = (5 = (6 = 0;
(31 = C33 = 0;C33 = C1q + Caq; (34 = —Cpq; C35 = C36 = 0;
Cag = Cap = 0;C43 = C34; C4q = Cpq; Cys = C46 = 0;
Cs1 = (53 = (53 = (54 = 0;Cs55 = Ci7 + Cor; Cs6 = —Cor;
Co1 = Coy = Co3 = Cgy = 0;C¢5 = Cs6; Co6 = Cor;

Os elementos da matriz das constantes elasticas K sao:
ki1 =kie + koerkiz = —kpe; ki3 = k14 = k15 = k16 = 0;

ka1 = kizikyy = kaei kyz = kog = kys = kye = 0;

k31 = k3p = 0jk33 = k1 + ko) k3q = —kaq; k3s = k3 = 0;
ka1 = kyp = 0ikys = kg kag = ko kas = kye = 0;

ksi = ksy = ksz = ksq = 0;kss = kir + kor; kse = —kar;
k1 = kez = kez = ks = 0;kes = ksg; ke = kor;

As componentes do vetor Coriolis-centrifugo F sao:

2 (M1 : )2
fi=-l (T +m, + mc) sin 8, cos 0,.01, +

m;

- 21112( :

+ mc) {cos O1e [cos 0, sin 6,, (éla + 9'2(1)6'?23

67, + 02, + 922)]
2

+ sin 8,, cos 6,, (91a92a +

1 .
-5 (sin 1, cos B,, sze)}

m, _ . 1 . . m,
fo = =212 (T + mc) {sm 020 [cos 020014024 + 5 cos 0,0(6%, + sza)]} —2L1, (7

+ mc) {cos (e [— oS 0, Sin 0,4 01,6,

1 . . 1 .
+ Esin 61, cos 0,4 (07, + Bzze)] — 5 ¢0s 01 Sin 6, 9123}
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m
fa =21 (T"‘ m

.. m
+ mc) Sin 0, cos 0;, 6,,01,+213 (TZ
+ mc) sin 6,, cos 0, (éla + 6"2a)6"2€

m ..
+ 2041, (72 + mc) {cos 01, sin 8,, cos 6,,604,.61,

+ sin 6,4, cos 8,, cos 0, (éla + 92a)92€
9'22a - élze + 922e>}

— sin 6y, sin 6, sin 6, (91a92a + >

f, = 212 (Tz + mc) sin 0, €0s 03, (014 + 624)02¢

m L
+ 2L, (72 + mc) {cos 01, Sin 0,, cos O,, 01,601,

0%, +67
+ sin 0, sin ,, sin B,, (%)}

fs=f6=0

As componentes para 0 vetor gravitacional G séo:

G, =1 (% + mz) gsinf,

G, =L, (%) gsin6,,

G:=G,=Gs=Gg=0

As componentes do vetor dos torques externos T s&o:
Tm1 = To1e :Tmz2 = Toze
Tm3 = To1a ;Tma = To2q ;

Tins = To1t :Tme = To2t
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APENDICE A.2
CABO COM TRES ARTICULACOES

Elementos da matriz de inércia | sdo os seguintes:

m
111 = l% (Tl"‘mz +m3 +mc) +IR1€

m
I, =111, (72 +my + mc) [cos 6, cos B, cos B,, + sinB,, sin 6]

m
I3 =115 (73 + mc) [cos 65, cos 6,1, cos(0,, + O3,) + sin b5, sin 6, ]

m
Ly =—L1, (72 + my + mc) [sin 8, cos 0, sin 0]
mgz : :
- Ll (7 + mc) [sin 65, cos B, sin(0y, + 654)]
m
Lis = —Ll, (72 +ms + mc) [sin 6,, cos B, sin B, ]
ms : :
— L5 (7 + mc) [sin B3, cos B, sin(0,, + O54)]
m
Lig = =115 (—3 + mc) [sin 65, cos B, sin(0,, + 03,)]

2
Li; =lig=14=0

I =1,

122 lZ( 4 +m3+mc)+IRZe
Iz =Ll ( + mc) [cos B3, cos B, cos B3, + sin B, sin 6,,]

m
124_ = lllZ (72 + ms + mc) [Sin 919 COoSs 926 sin 92a]

— Ll ( + mc) [sin O3, cos B, sin O3, ]
L = =115 ( + mc) [sin 83, cos 0, sin O5,]

m
126 = _lzl3 (73 + mc) [Sin 939 Cos 929 Sin 930.]

I =l =19=0

I31 = L13;l3; = I3
ms
Iz =13 (T + mc) + Ip3e
m
I3, = Ll (73 + mc) [sin 6, cos B, sin 65, ]

m
+ 15 (73 + mc) [sin 6, cos 05, sin(0,, + 654)]
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m
I35 = Ll (73 + mc) [sin 6, cos 05, sin 65, ]
Izg = I37 = I3 = I39 =0
Iyy = liglay = gy Iiz = I3y,

m . m -
Iy, =12 (Tl +m, + mg + mc) [sin?0,,] + 13 (Tz +ms + mc) [sin? 6,,]

m
+ 12 (T3 +mc) [sin? 03,]

m
+ 2041, (72 +m3+ mc) [sin 0, sin B;, cos 6, ]

+ 20,15 ( > + mc) [sin 0, sin O3, cos(0,, + 634)]
m3 . :
+ 21,14 (7 + mc) [sin B3, sin 6,, cos O3, + Ir14
m
Lys = 2 ( + ms + mc) [sin? B,,] + 12 (73 +mc) [sin? O5,]
m; : :
+ L1, (7 + ms + mc) [sin 6, sin 6;, cos 0, ]
msz : :
+ 115 (— + mc) [sin O, sin O3, cos(6,, + 03,)]

+ 20,15 ( + mc) [sin O, sin 6,, cos 65,1

2

ms . m3 . .
Ly = 12 (T +mc) [sin? O5.] + [;15 (7 + mc> [sin 0, sin B3, cos(0,, + O34)]

+ 1,15 ( + mc) [sin 65, sin 6,, cos O5,]
Iy =g =149 =0
Isy = L1515y = Ips; Isz = I35 Isq = Iys;
m;

. m .
Iss = 13 (T +m; + mc) [sin? 0,,] + 13 (T3 +mc) [sin? 63,]

+ 20,15 ( 5 + mc) [sin B, sin B,, cos O3, ] + Iz2q

ms
Isg = 12 ( +mc) [sin? O3,] + L,15 ( + mc) [sin B3, sin 6,, cos O3, ]
Is; =Isg = Is9 =0

le1 = Ligilez = Lye; lo3 = Iz6; los = lae; los = Ise;

m3 .
leg =13 (T +mc) [sin? B3] + Irsq

lg7 = Igg = lgg =0

I;9 =17 =3 =14 =I;5 =174 =0
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I;7 =1Iry

I =179 =0

Ig; = Igy = Ig3 = Igg = Igs = Igg = Ig7 = 0
Igg = I

Igo =0

Ioy = loz = Ioz = gy = Igs = Igg = Ig7 = Iogg = 0

log = It3 + Iz,

Os elementos da matriz das constantes de atrito sao:

C11 = Cie + Ce;C1p = —Cpe; C13 = €14 = Cy5 = (16 = C17 = (13 = (19 = 0;

Co1 = C12:C22 = Coe + C3e; €3 = —C3¢; (o4 = G5 = (6 = (37 = (38 = C39 = 0;
C31 = C13;C32 = C3; C33 = C3¢; (34 = (35 = C36 = C37 = (33 = (39 = 0;

Cp1 = Cyp = €43 = 0,044 = Ciq + Coq; Cus = —Coq; Che = C47 = Cgg = 49 = 0;
Cs1 = Csp = Cs3 = 0; G54 = (45,055 = C2q + C34; Cs6 = —C34; (57 = Csg = (59 = 0;
Ce1 = Cop = Co3 = Cgq = 0; o5 = Cs6; Cos = C3q; Co7 = Cog = L9 = 0;

C71 = C7p = (73 = Cy4 = (75 = Cy6 = 05 (77 = Cip + Co1;C78 = —Cor; C79 = 0;

Cg1 = Cgy = (g3 = Cgq = Cgs = (gs = 0; (g7 = (7g;

Cgg = Cor + C313Cg9 = —C3r; Co1 = Cop = Cgz = Cgy = Cy5 = Cyg = Cg7 = 0;

Cog = —C31; Cog9 = C3r;

Os elementos da matriz das constantes elasticas sao:

ki1 = kie + kool k12 = —Kae; ki3 = kig = kys = k16 = k17 = kig = k19 = 0;

ka1 = kiz; kap = Kpe + kze) ko3 = —K3e; Koy = ks = Ky = ka7 = Kag = kyg = 0;
k31 = 0; k3p = ky3; k33 = K3e; kzq = k3s = k37 = kag = k39 = 0;

Koy = kap = ka3 = 0 kyg = k1g + kog; kys = —Kag) kae = ka7 = kyg = k49 = 0;
ksi1 = ksy = ks3 = 0; ksq = Kys; kss = Kag + k3q; kse = —ksq; ksy = ksg = kso =
0;

k1 = kea = kez = kea = 0; ks = kse; kes = kza; ke7 = keg = kg =0

k71 = kyp = kg3 = k74 = k75 = ky6 = 0; k77 = kir + kar; kg = —kar;

k.9 = 0;
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kg1 = kgy = kg3 = kgy = kgs = kge = 0; kg7 = kyg; kgg = kaor + k3r; kgo = —ksr;
ko1 = ko = ko3 = koy = kg5 = kog = kg7 = 0; k98 = k89; koo = kst

Os elementos do vetor Coriolis-centrifugo séo:

m,
fr =241, (7 +mg3

+ mc) cos 0y, | cos O, sin O, (014 + 024) 02,

%+%+%)

+ sin B,, cos By, | 01464 + < >

1 .
-5 [sin 6;, cos 8,,]102,

ms
- 2l1l3 (7
+ mc) cos 0, | cos O5, sin(0,, + 93a)(6?1a + é2a + 93a)93e

+ sin 65, cos(0,,

9i1+951+9if+9£)

0500 | Buab + Orab + brabid) + (22220

1 .
-3 (sin ;. cos 65,)0%,

—? E+ + in 6 9, 62
1 4 mz m3+mc Sin 1e COoS 1e Y1a
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m,
fo =241, (7 +m;

+ mc) {cos (2 l— c0S 0y, Sin B4 01401,

6%, + 0% 1 .
+ sin 0, cos O, <%)l — 505 01, Sin 6, 9123}

ms

— 20,1, (7

+ mc) cos 0,, | cos B3, sin 93a(91a + 0,4 + 93a)93e

+ sin 05, cos 653, (91a92a + 91a93a + 92a93a)

— =sin 8,, cos 05, 0%,

2

(éfa + 62, + 62, + 95))
+ 2

m L 02 + 92
— 213 (_2 +ms + mc) sin 0,, cos O, | 614024 + (u)

4 2
ms
fz =2l (7
+ mc) {cos 03, [—cos 01c Sin(By4 + 034)01461c
6%, + 07 1 :
+ sin 6,, cos(6,, + 03,) <%>l —cos 01, Sin 05, 9126}

— 20,1, (%

+ mc) €0S B3, [— cOS O, 5in O34 (014 + 024) 02,

67, + 62, + 9fe>

+ sin B,, oS B34 | 014624 + ( >

1 . .
3 cos 8,, sin 83, 65,

— 213 (%

+ mc) sin 65, cos 03, (91a92a + 91a93a + 92a93a)

(% + 62, + 95))
+ 2
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m;
f;]_ = lelz (7"‘ ms

+ mc) €0 01, Sin O3, €08 B4 01,6, + sin O;, €O B, c0S B4 (014

gzza - élze + 9223>

+ éZa)éZe - Sin 016 Sin 026 Sin 92(1 9.10,9.2(1 + ( 2

ms

+ 21113( :

+ mc) 0S 01, 5in O3, c0S(024 + 034)01461,
+ sin 6, cos 85, cos(0,, + 63a)(91a + 0y, + 93a)93e
— sin 0y, sin O3, sin(6,4 + O34) (glaéZa + 010034 + é2a93a)

(922a + ésga - 9128 + 93262))
+ 2

mg
2

+ 21213(

+ mc) cos 0,,sin B3, cos 93a(91a + 92(1)6'?28

+ sin B, €08 O3, €05 O34 (014 + O24 + O34) 03,

9.??(1 - 9'228 + é?%e)
2

— sin B, sin O3, sin B34 | 014634 + 024634 + (

+ 212 (% +m, +my + mc) {sin 6, cos 01 01,01}

+ 213 (% +ms + mc) {sin B¢ €05 656 (614 + 624)62c}

+ 213 (2 + me) {sin B3, cos O, (010 + 02 + 030)05c)
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m,;
fs = 2441, (7"‘ ms

+ mc) {cos 01, Sin B,, cOS 0,4 01401,

62, + 6%
+ sin 04, sin 0,, sin 0,, (%)}

ms

2
+ mc) {cos 01 Sin O3, c0s(0zq + 034)01461c

+ 21113(

6%, + 07
+ sin 0, sin 65, sin(6,, + 03,) <MTR>}

m . N
+ 21,15 (73 + mc) €0S B3, Sin O3, €08 O34 (014 + 024) 03¢

+ sin 6,, cos 03, cos 93a(91a + 0,4 + 93a)é3e

932a - ézze + H.S?e)
2

— sin B2, sin O3, sin O34 | (614 + 024)034 + <

+ 213 (% +m; + mc) {Sin B¢ cos ‘92e(é1a + ézfl)éze}

+ 212 (T3 +m,) {sin B¢ €08 B¢ (810 + 020 + O30)Bse )

m
fs = 2l15 (73

+ mc> {cos 61 Sin O3, c0S(0yq + 034)01461c

07, + 07
+ sin 0, sin O3, sin(0,4 + 03,) <%)}

m . N
+ 20,15 (73 + mc) cos 8,, sin B3, cos 93a(01a + 92a)923

07, + 02, + 9§e>

+ sin 0, sin 05, sin 65, 91a92a + < 5

m . . L
+ 213 (T3 + mc) {sin O3, cos O3, (014 + O2q + 034) 05}

fr=fs=fo=0
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As componentes do vetor gravitacional sdo:

m
G, =1 (71+ m, + m3)gsin913

G, =1, (% + m3) g sinf,,

Gz =15 (%) g sinfs,

Go=Gs=Gs=G,=Gg=0Gy=0
As componentes do vetor dos torques externos s&o:
Tm1 = To1e s Tmz = Toze s Tmz = Toze ;
Tma = To1a s Tims = To2a s Tme = To3a ;

Tm7 = To1t s Tms = Tozt 3 Tmo = To3t ;
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APENDICE A.3
CABO COM QUATRO ARTICULACOES

Elementos da matriz de inércia | sdo os seguintes:

m
111:l%(rl+m2+m3+m4+mc)+1}gle

L, =L, ( +ms;+my + mc) [cos B, cos 0, cos B, + sin O,, sin O, ]
ms

I3 = (7 my + mc) [cos 65, cos B, cos(0,, + O3,) + sin b3, sin 6, ]
my

L, = (— ) [cos B, cOs 01, COS(O,4 + O34 + O4q) + sin B, sin ;]

2
2 : :
Lis = —L1, (7 +my +my + mc) [sin 8, cos 0, sin 6]

m
- Ll (73 +my + mc) [sin 65, cos B, sin(0y, + 654)]

m
— Ll (74 + mc) [sin 8, cos 0, sin(0,, + O34 + 044)]

m, . :
Le =—L1, (7 +my +my + mc) [sin 8, cos 0, sin 6]

m
- Ll (73 +my + mc) [sin 65, cos B, sin(0y, + 654)]

m
- lll4 (74 + mc) [Sin 949 Cos 916 Sin(@Za + 9361 + 9461)]

Li; = —ll; ( +m, + mc) [sin O3, cos B, sin(6,, + 03,)]
My . .
- lll4 (7 + mc) [Sln 949 Cos 916 Sln(92a + 9361 + 9461)]
m
118 = _lll4 (74 + mc) [Sin 949 CoSs 916 Sin(@zd + 9361 + 9461)]

lig = 11,10 = 11,11 = 11,12 =0
I, = I,

my
122 = l% (T+m3 +m4 +mc) + IRZe

I3 = (73 m, + mc) [cos 85, cos B, cos O3, + sin B3, sin 6,,]

Iy = lzl4 4 mc) cos 0, cos 0, cos(03, + 0,,) + sin 8, sin 6,,]



L5

126

134-

I35

136
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m m
=L, (72 +ms +my, + mc) [sin 0, cos 0, sin 0,,]—1,15 (73 +my

m
+ mc) [sin O3, cos 0, sin O5,]—1,1, (74

+ mc) [sin B, cos OB, sin(O3, + 6,4,)]

m m
= —l,l; (73 +my + mc) [sin 85, cos 0,, sin O3,]—1,1, (74

+ mc) [sin B, cos OB, sin(O3, + 6,4,)1

m m
= —l,l; (73 +my + mc) [sin 85, cos O,, sin O3,]—1,1, (74

+ mc) [sin B, cos O, sin(O3, + 0,44)]

m
=Ll (74 + mc) [sin 8,, cos 0, sin(03, + O44)]

= 12,10 = 12,11 = 12,12 =0
= I3

= Ip3

= 13 (%+m4 + mc) + Ipze

m
= l3l, (74 + mc) [cos O, cos O3, cos B, + sin O, sin O, ]
ms

=Ll (7 +m, + mc) [sin 0, cos 05, sin(0,, + 65,)]

m
+ 1,15 (73 +m, + mc) [sin 6,, cos B, sin B3, ]

m

- 1314 (74 + mc) [Sin 949 cos 933 Sin 94-(1]
m

=Ll (73 +m, + mc) [sin 6, cos B, sin 65, ]

m
- 1314 (74 + mc) [Sin 949 Cos 933 Sin 94-(1]

m
= _1314 (74 + mc) [Sin 949 COoSs 939 sin 94(1]

m
= —l5l, (74 + mc) [sin 8,, cos 05, sin 6,,]

= 13,10 = 13,11 = 13,12 =0

m
=1l (—4 + mc) [cos 01, cOS B, cOS(0,4 + O34 + O44) + sin b, sin O, ]

2

m
=L, (—4 + mc) [cos 0, cos B, cos(03, + 0,,) + sin B, sin O]

2
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m
Iz = 13l (74 + mc) [cos O3, cos B, cos O,, + sin O, sin O, ]

Iy =13 (% + mc) + Ipae

m
145 == lll4 (74 + mc) [Sin 016 Cos 046 Sin(92a + 030. + 94(1)]

m
+ 1,1, (74 + mc) [sin B, cos B, Sin(O3, + 644)]

m
+ 51, (74 + mc) [sin O3, cos B, sin 6,,]

m
I = L1, (74 + mc) [sin 6,, cos B4, sin(B3, + 6,44)]

m
+ 15, (74 + mc) [sin O3, cos B, sin O,,]

m
Iy =13l (74 + mc) [sin B3, cos B, Sin 6,,]
Lyg = Iyg = 14,10 = 14,11 = 14,12 =0

m
I, = -1, (72 +mg+my + mc) [cos B, sin B,, sin B, ]

m
— L5 (73 +m, + mc) [cos 04, sin O3, sin(0,, + 65,)]

my . .
— Ll (7 + mc) [cos O;, sin O, sin(Oy, + O34 + 044)]
m
152 = lllZ (72 + ms + my + mc) [COS 926 sin 913 sin 92(1]
— Ll ( +m, + mc) [cos 0, sin B, sin O3, ]

— L, ( + mc) [cos 0,5, sin B, sin(03, + 6,44)]

Isz = lil; (% +m, + mc) [cos B3, sin B, sin(6,, + 63,)]
+ 1,15 (% +m, + mc) [cos B3, sin B, sin B5,]
— I3l (% + mc) [cos O3, sin B,, sin 6,,]
Is, = L1, (% + mc) [cos O, sin O, sin(B,4 + 054 + 044)]

+ 1,1, ( + mc) [cos O,, sin 0, sin(03, + 044)]

2

+ 5, ( + mc) [cos O, sin B, sin 6,,]
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m
Iss = 12 (Tl +my, +ms +my + mc) [sin? 6,,]
m
+ 12 ( 7 tmstmt mc) [sin? 8,,] + 13 (73 +my + mc) [sin? 65,]
m
+ 13 (T‘} + mc) [sin? 0,,]
m; . :

+ 2041, (7 +m;+my, + mc) [sin 6, sin 0;, cos 6,,]
—+m, + mc) [sin O, sin B;, cos(0,, + 634)]
+ mc) [sin 6, sin 6,, cos(O,4 + O34 + O44)]

+m, + mc) [sin 63, sin 6,, cos O3, ]

+ mc) [sin B, sin 6,, cos(03, + 0,44)]

SERSERCERSERCE

+ mc) [sin 6,, sin O3, cos O] + Ig14
m m
Isg = 13 (Tz + ms + my +m, ) [sin? 0,,] + 1 (73 +my + mc) [sin? 63,]
m
+ 12 (T‘} + mc) [sin? 6,,]
+ 1,1, (— +mg+my + mc) [sin 6,, sin 6,, cos 0, ]
+ 115 ( +m, + mc) [sin O3, sin ;, cos(6,, + 03,)]
+ 11, ( + mc) sin 6, sin 6,, cos(0,, + O34 + 04,)]
3 . :
+ lelg (7 + m4, + mc) [Sln 933 Sin 923 CoSs 93(1]
my . .
+ 2[2l4 (7 + mc) [Sln 946 Sin 926 COS(93a + 9461)]

m
+ 2051, (74 + mc) [sin B, sin B3, cos O,,]
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m m
Is; = 2 (T3 +my + mc) [sin? B5,] + I3 (f + mc) [sin? 6,,]
ms : :
+ 15 (7 +m, + mc) [sin B3, sin B;, cos(0,, + 634)]
my : :
+ 11, (T + mc) [sin O,, sin 6, cos(6,, + O34 + 044)]

m
+ 1,15 (73 +m, + mc) [sin B, sin ,, cos 5,1

m
+ 1,1, (74 + mc) [sin 8, sin 6,, cos(03, + 644)]

m
+ 2151, (74 + mc) [sin 8, sin B3, cos 6,,4]

m
Isg = 12 (T4 + mc) [sin? 6,,]

m
+ Ul (74 + mc) [sin 6, sin 6,, cos(0,, + O34 + 044)]

m
+ 1,1, (74 + mc) [sin B,, sin 6,, cos(O5, + O44)]

m
+ I3, (74 + mc) [sin O, sin B3, cos O,4,]
Isg = Is10= Is11 = I512 =0

m; : : m3
le1 = =L, (7 +ms+my + mc) [cos 0,1, sin OB,, sin B,,] —1;15 (7 +m,

m
+ mc) [COS 919 sin 936 Sin(92a + 03a)]_l1l4 (74

+ mc) [cos 0, sin O, Sin(O,, + O34 + O44)]

m m
Iy = —Lyls (73 +my + mc) [cos Bz¢ sin B3 sin O34] 1,14 (74

+ mc) [cos 0, sin O, sin(B3, + O,44)]

m m
lez = Lyl5 (73 +m, + mc) [cos B3, sin B, sin O3, ]—15l, (74

+ mc) [cos 05, sin O, sin ,,]

m
les = Lly(my + my)[cos B,, sin O,, sin(Bs, + 0,44)]+151, (74

+ mc) [cos 6, sin O3, sin O,,]
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m . m .
Igs = 12 (TZ +mg +my + mc) [sin? B,,] + 13 (73 +my + mc) [sin? 05,]
m
+ 12 (T‘l + mc) [sin? 6,,]
+ L, (— +ms +my + mc) [sin 8, sin 6, cos 6,,]
+ 15 ( +m, + mc) [sin 0, sin O3, cos(0,, + 634)]
+ L1l ( + mc) [sin 0, sin 6,, cos(O,, + O34 + 044)]
3 . .
+ 21,15 (7 +m, + mc) [sin 85, sin 6,, cos O3, ]

m
+ 20,1, (74 + mc) [sin 6, sin O,, cos(O5, + O44)]

m
+ 2051, (73 +m, + mc) [sin 6, sin 65, cos 6,,]

m
Igg = 12(m3 + my + m,)[sin? 0,,] + 12 (73 +m, + mc) [sin? 65, ]
m
+ 13 (T4 + mc) [sin? 6,,]
m
+ 20,15 (73 +m, + mc) [sin 65, sin ,, cos 65,1
+ 20,1, ( 5 + mc) [sin B, sin 6,, cos(03, + O44)]
m3 . .
+ 2[3l4 (7 + m4, + mc) [Sln 943 Sin 938 Ccos 94(1] + IRZa
ms : My .

lg; = 13 (T +m, + mc) [sin? O5,] + 13 (T + mc) [sin? 6,,]

+ 1,15 ( +m, + mc) [sin 65, sin 0,, cos 65,1

+ 1,1, ( + mc) [sin O,, sin 6,, cos(65, + O44)]

3 . .
+ 2[3l4 (7 + m4, + mc) [Sln 943 Sin 938 Ccos 94(1]
m m
lgg = 12 (74 + mc) [sin? O,,.] + L,1, (74 + mc) [sin O, sin 0, cos(03, + O44)]
m

+ 151, (73 +m, + mc) [sin 6, sin 65, cos O,4,]

leg = Is 10 = lg11 = le12 =10

I, = —Ll; ( +m, + mc) [cos B, sin O, sin(6,, + 03,)]

— L, ( + mc) [cos B, sin O, sin(B,, + O34 + O44)]
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m
I, = =115 (73 +my + mc) [cos 6, sin B3, sin O, ]

m
— Ll (74 + mc) [cos O, sin B, sin(O3, + 644)]

I;3 = —l5l,(my + m,)[cos B3, sin B, Sin O, ]
I;4 = I3l,(my + m,)[cos B, sin O3, sin 6,,]
I;5 = Is;

176 - 167

m - m .
I, =13 (T3 +my, + mc) [sin? O5,] + 13 (T‘L + mc) [sin? 0,,]
my

+ 2051, (7 + mc) [sin B, sin O5, cos O,,] + Ig3q

my

g = 13 (52 4 me) [sin? O] + L (5

4 + mc) [sin O, sin 65, cos O,,]

I; = 17,10 = 17,11 = 17,12 =0

Ig; = Iig
Ig; = Ig
Igz = Izg
Igy = I1ig =0
Igs = Isg
Ige = Igg
Ig7 = Izg

m
188 = lAZL (74 + mc) [Sil’lz 649] + IR4a

Igg = Ig10 = Ig11 = Ig12 =0

loy = loy = loz3 = loy = los = log = lo7 = log = lgg = Ig10 = lg11 =0

19,12 =1Iry

110,1 = 110,2 = 110,3 = 110,4 = 110,5 = 110,6 = 110,7 = 110,8 = 110,9 = 110,11 = 110,12 =0

Lio,10 = Ir

L= i = 111,3 =li14a=l15= h1e = l1,7= li1g = li1o = h110 = hi112 = 0

Li1,11 = Ir3

112,1 = 112,2 = 112,3 = 112,4 = 112,5 = 112,6 = 112,7 = 112,8 = 112,9 = 112,10 = 112,11
=0

112,12 = Ipy + Ip¢
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Os elementos da matriz das constantes de atrito sdo dados por:

C11 = Cie + Cpe; C1p = —Cpe; (13 = (14 = €15 = €16 = C17 = C1g = Cy9g = (110 =
Ci11 = C112 = 0;

Co1 = Ci2; Cop = Cge + C3e; Co3 = —C3¢; (o4 = (o5 = (36 = Cp7 = (g = (39 =
C210 = C311 = G312 = 0;

C31 = C13; C33 = Cp3; (33 = (3¢ + Cye; (34 = —C4e;C35 = C36 = (37 = (33 = (39 =
C310 = (311 = (312 = 0;

Ca1 = Cap = 0; Cy3 = C34; Cgy = Cye; C4s = C46 = C47 = Cug = Cp9 = Cp90 =
Can1 = C412 =0;

Cs1 = Cs3 = (53 = (54 = 0; (55 = C1q + Caq; Cs6 = —Coq; (57 = (58 = C59 =
Cs10 = (5,11 = (512 = 0;

Ce1 = Co2 = Co3 = Cos = 0; Co5 = Cs¢; Cog = C2q + (305 Ce7 = —C3q; Cog = o9 =
Ce,10 = C611 = Co12 = 0;

C71 = C73 = (73 = (74 = C75 = 0; C76 = Co7; C77 = C3q + Cuq; C78 = —Cyq

C79 = €710 = €711 = €712 = 0;

Cg1 = Cgp = (g3 = Cgq = (g5 = Cgg = 0; Cg7 = C7g; Cgg = Cyq; Cgo = (g0 =
Cg11 = Cg12 = 0;

Co1 = Cop = Cy3 = Cgy = Cy5 = Cgg = Loy = Cog = 0; Cg9 = Ci1 + Cor;

Co10 = —Car; €911 = €912 = 0;

Ci01 = C102 = C103 = C104 = C105 = C106 = C107 = C108 = 05 C10,9 = Co 10;
Ci0,10 = Cor + G373 C10,11 = —C3r; C1012 = 0;

Ci11 = C112 = G113 = C114 = C115 = €116 = C117 = €118 = €119 = 0;

Ci110 = Cio115 Ci1,11 = Car + Car; Ciy12 = —Car,

Ci21 = Ci22 = Ci123 = C124 = Cip5 = Ci26 = Ci27 = C128 = €129 = C1210 =0

Ci2.11 = C1112) Ci212 = Cur

Os elementos da matriz das constantes elasticas sdo dados por:

ki1 = kie + kpe; kip = —Koe; ki = kg = kys = kig = k17 = kig = k19 = ky 10 =
ki11 =k112 =0;

kow = kio; kop = koo + k3es koz = —kze; ko = ks = kog = kyy = kog = kg =
kyi0=2=ky1, =0;

k31 = 05 k3p = kos; ka3 = kze + kae; k3a = —kae; K35 = ke = kzy = kzg = k39 =
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k3,10 = k3,11 = k3,12 =0;

ka1 = kaz = 05 kyz = K3za; kyg = kae kas = kye = ka7 = kag = koo = ky10 =
ka1 = ka2 = 0;

ksy = ksy = Kks3 = ksq = 0; kss = kiq + kza; Ksg = —kaq; ks7 = ksg = ksg =
ksi0 = ks11 = ks12 = 0;

ko1 = kez = kez = kes = 0; kes = Kse; Kee = ko + kza; Ke7 = kza; keg = koo =
ke10 = ke11 = k612 = 0;

k71 = kyy = k93 = k74 = k75 = 0; k76 = —k3q; k77 = k3q + K’ k7 = —kua;
k79 =ky10 = k711 = k712 =0;

kg1 = kgy = kgz = kgq = kgs = kg = 0; kg7 = kyg} kgg = kaq; kgg = kg10 =
kg11 = kg12 = 0;

ko1 = kop = ko3 = Koy = kos = kog = Ko7 = kog = 0; kg9 = kyr + kor;

ko0 = —kar; ko1 = k912 = 0;

k101 = k102 = k103 = k104 = K105 = k106 = K107 = k108 = 0; k109 = ko 10;
k10,10 = kor + kar; k1011 = —kar; k1012 = 0;

ki11 = k112 = K113 = k114 = K115 = k116 = k117 = k118 = k1190 = 0, k1110 =
k1011; k11,11 = kar + kar; k1112 = —kyr

k121 = k122 = K123 = k14 = K125 = k126 = K127 = k128 = K129 = k1210 = 0;

k12,11 = k11,12; k12,12 = kyr



Pagina 139 de 153

As componentes do vetor coriolis-centrifugo sdo dados por:

m .
fi=-13 (Tl +my +mg +my + mc) {sin 6,, cos ;. 6%, }

m
— 241, (72 +ms +my

07, + 02, + 9'§e>
2

+ mc) c0s 01, |sin 05, cos B4 | 014024 + <

. . . 1 .
+ €08 B4 5in 054 (014 + 024)02¢ | — 5 cos 0, Sin B, 02,

m
— 20,1, (73 +my,

67, + 02, + 6%, + 9§e>
2

+ mc) cos 8, |sin B3, cos(B,, + O34) <
+ (élaéZa + 91(193(1 + éZaé3a)>

+ cos 65, sin(6,, + 93a)(91a + é2a + 93a)é3e

1 _ . my
— 5 cos 030 Sin B, 02, v — 21,1, (7 + mc)
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6%, + 032,

2 mZ .
fo = =215 (T +mg +my + mc) sin 8,, cos 0,, ( >

braba)

m;
— 20,1, (7+m3 +my o

. 0t + 0% s
+ mc) cos 0, |sin 8, cos 6, T €0S 04, sin 0,,01,61,
1 .

— 5 ¢0s 0, sin B,, 9126}

m
- 2lzl3 (73 + m4_
07, + 63, + 03, + 6%

2

+ mc) cos 0,, |sin 65, cos 65,

+ (91a92a + 61403, + 92a93a)

. . . . 1 .
+ €0S O3, 5in O34 (014 + 054 + 034) O3 | — 5in fz¢ €05 O3, 62,

— 20,1, (%

0%, + 02, + 6%, + 07, + 6}
+ mc) {COS 928 [Sin 64@ COS(93(1 + 94(1) < la 2a 3a 4q 4e

2

+ 010024 + 014034 + 010044 + 024034 + 024044 + 93a94a>

+ cos 6,, sin(63, + 94a)(é1a + QZa + 93a + é4a)é4el

1 . -
—5 sin 6, cos 0, 05,
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ms
fa=-203 (T"‘ my

67, + 62, + 62,
2

+ mc) sin 65, cos 03,

+ (610020 + 010630 + éZaé3a)>

m
- 2[1l3 (73 + m4

+ mc) {cos 01e [sin 03, cos(6,4 + 034) (

67, + 02, + 6%, + 9§e>
2

+cm9%$M%a+%a(@a+@a+éwwwl

1 .
— 5 cos 03, sin O, 0329}
m3
— 2l2l3 (7 + my

62, + 62, +02, +0%, . .
+mc) {cos 0, [sin93e cos 93a< 1a 2a > 3a 3¢ + 014624

+ 91a93a + 92a93a> — COS 936 Sin 030. (9'161 + 0.261. + 9.3a)0.3e

1 .
— 5 cos 6, sin O3, 0228}
my
- 2[3l4 (7
07, + 63, + 603, + 63,
2

+ mc) €0S B4, |sin O3, cos O,,

+ (glaéZa + 91a93a + éZaé3a)>

. . . . 1 .
— €05 03, 5in 044 (010 + O20 + 034)0se | — 5 cos 03, Sin B, B2,
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my
fa=—214 (T
67, + 03, + 63, + 6%,
2

+ mc) sin 6, cos 6,

+ (010024 + 014034 + 014040 + 020034 + 02404, + 93a94a)>

—2L1, (%

+ mc) {cos Ose[sin 01, coS(0,4 + O34 + 040) (0%, + 02,)

.. 1 .
— €05 0, SIN(By4 + O34 + 044)01401¢] — = cos O sin 9430123}

m 2
4
— 20,1, (7
6%, + 62, +602, . .
+ mc) {cos O4e Isin 0, cos(O34 + 0,44) < 1a ;a Z 91a92a>
. . . 1 .
— €05 B3¢ 5in(034 + 040) (614 + 92a)02€l = 5€0S B¢ Sin O 0226}
my
— 20,1, (7

6%, + 03, + 02, + 62,
2

+ mc) €0S B4, |Sin O3, cOS Oy,

+ (élaéZa + élaé3a + 92a93a)>

. . N 1 .
— €05 03¢ 5N 0,44 (010 + O20 + 034) 03¢ | — 5 €0S O3 sin 0,.62,
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, My ) .
fs = 217 (T +my, +my +my + mc) {sm 0. cOS B4, 91a91e}

+ 213 (% +ms +my, + mc) {sin 05 cos 03, (014 + 024)02¢}
ms _ . . L
+ 212 (T +my + mc) {sin B3, cos O3, (014 + O2q + 034) 03¢}
5 (M4 _ . . . L
+ 21 (57 + me ) {sin B, c05 By (810 + 620 + O30 + 010)6se)
+2hb@%+ng+m4
+ mc) {— sin 8, sin 6,, sin 6,, (

+ sin 04, cos 8,, cos 6, (éla + 92a)92e

922a - élze + 9'226
2

+ e'me'm)

+ cos 04, sin 8, cos 6, élaéle}

m
+ 201, (73 +m,

02 +02 — 02 + f2
+ mc) {— sin 6, sin 65, sin(0,, + 03,) ( 2a 3a {e £

2

+01602q + 024030 + élaé3a)

+ sin 0, cos 05, cos(0,, + O5,) (91a + é2a + 93a)é3e
+ cos 0, sin 03, cos(0,, + 034) élaéle}

my

2

+ mc) {— sin 0,, sin 6,, sin(0,, + 03,

+ 21114(

02, + 02, + 602, — 02, + 6% . . . .
+ 94a) < 2 < ;a = e + 91a92a + 01a93a + 01a04a

+ 92a93a + éZaé4a + é3aé4a>
+ sin 0, cos B4, cos(6,, + O34 + 044) (éla + ém + 93a + 94a)94e

+ €05 01, Sin B, c05(0,4 + O34 + 044) 91a91e}
m
+ 20,1, (73+m4 o
Haga - 9228 + 6326
2

+ mc) {_ Sin 929 Sin 939 Sin 030, < + (91a + 92a)9.3a>

+ cos 0, sin 653, cos 03, (éla + 92a)923
+ sin 8,, cos 65, cos 03, (91a + 6,0 + 93(1)939

my
2

+ mc) {— sin 6,, sin 6,, sin(65, + 6,,) <

+25Q(
H.B?a + éfa - ézze + 94%3
2
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+ 91a93a + 91a94a + 92a93a + 92a94a + 93a94a>
+ €0S 05 5in O, c0S(034 + 04a) (014 + 024) 04
+ sin 6,, cos 0,4, cos(03, + 04,) (91a + 054 + O34 + 94a)94e}
M
2
+ mc) {— sin 03, sin 6,, sin 8,, <

+ 231, -
94%(1 - 93?3 + Qfe
2

+ (éla + éZa + 93a)é4a)
+ $in B3¢ €OS Oy €OS 040040 (010 + O20 + O34 + 040)04e

+ cos B3, sin B, cos(0,, + O34 + 044) (éla + 0y, + 93a)939}

f6 = Zl% (TZ + ms + my + mc) {Sln 629 coS 923(91(1 + 9261)926}

+ 203 (52 4 my + me) (5 05 05 030 (1 + 3 + 63)d5c)
2 My . . . . . .
+ 21 (1 4me) (sin O €05 O3e (010 + O30 + O30 + 61a)0ic)

m L
+ 21, (72 +m3z+my + mc) {cos 01c Sin B,, cos 0,,601,01,

62, + 67
+ sin 01, sin 0,, sin O,, (%)}

m .
+ 21,15 (73 +my + mc) {cos 01 Sin 03, cos(0y4 + 03,)01,61,

6%, + 67
+ sin 0, sin O3, sin(0,, + O34) <%>}

m .
+ 20,1, (74 + mc) {cos O1e Sin B4, c0S(O24 + O34 + 044)01461

07, + 63
+ 5in 0, Sin B4, SiN(O24 + O34 + O44) (%)}

m
+ 20,1, (73 +m,

6%, + 02, — 02 L
+ mc) {— sin 6, sin 03, sin O3, K 34 ;e 26) + 01a92al

+ cos 0,, sin 03, cos O3, (éla + 92a)923

+ sin 0,, cos 05, cos O3, (éla + 6,4 + 93a)93e}
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932a + éfa - 9'226 + éze

2 + 0.1a92a

my . . .
+21,1, (7 +mc) {— sin 0, sin 6,, sin(03, + 6,4) (
+ 92a93a + élaGSa + 91a94a + 92a94a + 93a94a)
+ €05 O, 5in O, c0S(034 + 044) (014 + 024)02¢
+ sin 0, cos 8,, cos(05, + 64a)(91a + 0y + 654 + 94a)94e}
éfa - gge + éfe

2 + 0.1a92a

m
+ 2151, (74 +mc) {— sin 65, sin 6,, sin 8,, <

+ 92a93a + élaGSa + (éla + éZa + 93a)94a>
+ sin 83, cos 6,, cos 6’4a(6"1a + 92a + 93a + 94a)94e

+ €05 O3, 5in O, €08 44 (014 + 020 + 93a)93e}
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f7 = _Zlg (T3 + my + mc) {Sln 938 coS 938 (91a + 9261 + 03(1)933}
5 (M4 ] . . . . N
+ 2[4 (T + mC) {Sln 946 coSs 046 (Hla + 020. + 93(1 + 04(1)048}

m
+ 201, (73 +m,

6%, + 6%
+ mc) {sin 01¢ Sin Os, sin(6,4 + 034) (M)

2
+ €05 6, Sin B3, cos(B,4 + 034)01461,
my
2
+ mc) {sin 01c Sin 04, sin(0,, + 03, + 6,44) (

+ 2041,
07 + 67,

2

+ €05 01, 5in 0,4, c0s(054 + O34 + 044)01461c

m
+ 2015 (52 +my

2
02, + 02, +02, . .
+ mc) {sin 0,5, sin 03, sin O3, < 1a ;a 2 91a92a>

+ €08 03, SiN O3, €05 O34 (014 + 024 )04e
my
2

+ mc) {sin 0, Sin O, sin(Oz4 + 0,44) (

+ 20,1, (
07, + 03, + 63,
2

+ élaé2a>
+ cos 6,, sin0,, cos(03, + 94a)(6?1a + éZa)éze

my

2
+ mc) {— Sin O3, SiN B4, SN Oy, <

+ 2051, ( -
efa - 9323 + 942-8
2

+ (10 + Ora + 030)6sc)
+ cos 03, sin 0, cos 94a(é1a + 0,4 + é3a)é3e

+ Sin 03, cos 04, cos 0,4, (éla + 0,4 + O34 + 94a)é4e}
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m ] . ) ) ) )
fg = _Zli (74 + mc) {COS 645 sin 645 (Hla + 92(1 + 0361 + 94-61)94-@}
My
- 2[1l4 (7
. . . 0%, + 67
+ mc) —Sin 0, Sin B4, sin(0,, + O34 + 044) —
— €0S 01, 5in 0,4, cos(0,, + O34 + 04y) 91a91e}
my
2

+ mc) {— Sin 0, Sin 0,, sin(034 + O4q) <

— 2,1, (
6%, + 03, + 63,
2

+ e'me'm)

— €0S 0,5, 5in 0,4, cos(03, + 044) (91a + 92a)92e}
my

— 231, ( .

+ mc) —Sin 03, Sin O, Sin G, (élaéZa + 91a93a + 92a93a)

0%, + 63, + 62, +—9§e>
2

— €08 O3, SIN Oy €05 O (014 + O24 + 034) 03¢

fo=fio=/fi1=/fi2=0

As componentes do vetor gravitacional sdo dadas por:

my .
G, =1 (7+m2 +m; +m4)gsm91(3
m
GZ = lz (72+ m3 + m4)g5in928

G; =13 (% + m4) g sin 63,

G, =1, (%) gsin6,,

Gs=Gg=0G; =Gg=Gg=0G10=0G17=0612=0

As componentes do vetor dos torques sdo dadas por:
Tm1 = Tore s Tm2 = Toze s Tmz = Toze s Tma = Tose

Tm5 = T91a ; Tm6 = T92a ; Tm7 = T93a ; Tm8 = T94a ;

Timo = To1t s Tmio = Tozt s Tmi1 = Tost s Tmiz = Toac s



